ðòåäóôáœìåîéñ çòõðð é áìçåâò ìé

úáäáîéå 3 óõðåòçòõððá âòáõüòá

îÁÚÏŒčÍ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÏÊ Z=2Z-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ËÏÔÏÒÏÊ A = A^0 ⊕ A^1, A^i · A^j ⊂ A^{i+j mod 2}. üÌÅÍÅÎÔÙ A^0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞčÔÎÙÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ A^1 | ÎÅÞčÔÎÙÍÉ. äÌÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ d(a) = i ÐÒÉ a ∈ A^i. úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ŒÓÅÇÄÁ ÞčÔÎÁ.

ðÕÓÔØ Cl(V ) | ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Ó ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ Cl(V ) ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ (ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ V ) | ÎÅÞčÔÎÙ. úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ V = V^0 ⊕ V^1 | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ End(V ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ a ∈ Hom(V_i; V_j) ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ d(a) = i + j mod 2.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ A ⊗ B Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ

(a_1 ⊗ b_1) · (a_2 ⊗ b_2) = (−1)^{d(b1 )d(a2)}a_1 · a_2 ⊗ b_1 · b_2:

ðÒÉ ÜÔÏÍ d(a ⊗ b) = (d(a) + d(b)) mod 2.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ A ⊗ B É B ⊗ A.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cl(U ⊕ V ) ∼= Cl(U ) ⊗ Cl(V ) ËÁË ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ.

îÁÚÏŒčÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÌÅŒÙÈ (ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ, ÐÒÁŒÙÈ) ÉÄÅÁÌÏŒ (ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏ.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b | ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÅÓÌÉ a · b = (−1)^{d(a)d(b)}b · a. ãÅÎÔÒÏÍ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏ ŒÓÅÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅÍ ÃÅÎÔÒÏŒ.

îÁÚÏŒčÍ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÕ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Åč ÃÅÎÔÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓËÁÌÑÒÏŒ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÕ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÏÎÁ ÐÒÏÓÔÁ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ?

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÎÁÄ R É C | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ. úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ End(V ) | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÕÀ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÕ A^{opp}, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ A ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a ÎÁ b ÒÁŒÎÏ (−1)^{d(a)d(b)}b · a.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÁÑ Ë ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ. úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ⊗ A^0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ End(A).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ íÏÒÉÔÁ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÌÁÇÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ A É A⊗End(V ). úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ ÐÏ íÏÒÉÔÁ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÇÒÕÐÐÏÊ âÒÁÕÜÒÁ.