îíõ | áÌÇÅÂÒÁ | 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ 22 ÆÅŒÒÁÌÑ É 1 ÍÁÒÔÁ 2007 Ç.

îčÔÅÒÏŒÏÓÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔØ

§1. ï ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌÅÃ

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

1) ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÌÌÅËÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {i_1; : : : ; i_t} ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I , ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ i ∈ I ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ i = a_1i_1 + · · · + a_ti_t; a_i ∈ A;

2) ÌÀÂÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÚ A ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, Ô.Å.

ÅÓÌÉ I_1 ⊆ I_2 ⊆ : : :, ÔÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n I_n = I_{n+1} = : : :.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ. ëÁË ÂÙ ŒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÅÔÅÒÏŒ ÍÏÄÕÌØ?

ïÂÒÁÚÃÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ É ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ ÓÌÕÖÉÔ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ A[T ] ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ A[T_1; T_2; : : : ; T_n] ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

äÏËÁÖÅÍ, ÓÌÅÄÕÑ ÉÄÅÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ A [ [T ] ] ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ ŒÉÄÁ^∞ ∑ m=0 a_mT^m , ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÌØÃÕ A. äŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ

ÒÑÄÁ ∑ a_mT^m É ∑ b_mT^m ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ: ∑ a_mT^m + ∑ b_mT^m = ∑ (a_m + b_m)T^m É ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÐÏ "ÐÒÁŒÉÌÕ ÓŒÅÒÔËÉ": (∑ a_mT^m ) × (∑ b_mT^m ) = ∑ c_kT^k; ÇÄÅ c_k = ∑ n;m n+m=k

a_mb_n

ðÅÒŒÙÊ ÎÅ ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏÍ.

ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A [ [T ] ]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌÌÅËÃÉÀ J_k = {a ∈ A | a { ÎÁÞÁÌÏ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÑÄÁ ÉÚ I}. J_k | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ A, Á ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A (ÐÏÞÅÍÕ?). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ J_0 ⊂ J_1 ⊂ J_2 ⊂ : : : (ÐÏÞÅÍÕ?). œÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ J_k ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ ÎÅÔÅ- ÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÁÌÅ J_n ∈ A.

ðÕÓÔØ a_{1n}; a_{2n}; : : : ; a_{‘n} | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ J_n ÎÁÄ A. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ ŒÉÄÁ fi_i(T ) = a_{in}T^n + : : : ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ J_n . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ fi , ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÉ N ⩾ n, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÒÑÄÏŒ fi_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØÃÁ A [ [T ] ].

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ a_N | ÎÁÞÁÌÏ fi . ôÏÇÄÁ

a_N = q_{10}a_{1n} + · · · + q_{‘0}a_{‘n}; q_j ∈ A

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ fi −q_{10}T^{(N −n)}fi_1 −q_{20}T^{(N −n)}fi_2 −· · ·−q_{‘0}T^{(N −n)}fi_‘ = ~fi_1 . ïÎ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ~a_{N +1}T^{N +1} +· · · . óÎÏŒÁ ÉÍÅÅÍ ~a_{N +1} = q_{11}a_{1n} +· · ·+q_{‘1}a_{‘n} , É ÓÎÏŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ ~fi_1 − T^{(N −n+1)}q_{11}fi_1 − T^{(N −n+1)}q_{21}fi_2 − · · · − T^{(N −n+1)}q_{‘1}fi_‘ = ~fi_2;

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÉ T^{N +2} , É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

œ ÉÔÏÇÅ, ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÑÄÁ fi Œ ŒÉÄÅ

fi = T^{N −n}(q_{10}+q_{11}T +q_{12}T^2+· · · )~fi_1+T^{N −n}(q_{20}+q_{21}T +· · · )~fi_2+· · ·+T^{N −n}(q_{‘0}+q_{‘1}T +· · · )~fi_‘

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÓÏ ÓÔÅ- ÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ n. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ {a_{1i}; : : : ; a_{?i}} ÉÄÅÁÌÁ J_i , 0 ⩽ i < n. ðÕÓÔØ fi_{qi} | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ a_{qi}T^i . îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ËÏÌÌÅËÃÉÉ {fi_1; : : : ; fi_‘} ÄÏÂÁŒÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÑÄÏŒ fi_{qi} , i = 0; : : : ; n − 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A [ [T ] ] (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ ÓÁÍÉ).□

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ A[T ]?

ðÏÄËÏÌØÃÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ (ÐÒÉÍÅÒ?).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ J ÎÅÔÅÒÏŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÏ A = A=J , É ÐÕÓÔØ a → a | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A −→ A = A=J . åÓÌÉ I | ÉÄÅÁÌ Œ A, ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ A (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÏÓËÏÌØËÕ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, I = Ai_1 + · · · + Ai_s . îÏ ÔÏÇÄÁ I = A i_1 + · · · + A i_s , Þ.Ô.Ä.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÁÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ A (Ô.Å. ËÏÌØÃÏ B = A[¸_1; : : : ; ¸_m], ¸_i ∈ B ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[T_1; : : : ; T_m] (ÐÏÞÅÍÕ?). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ËÁË?), ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ | ÎÅÔÅÒÏŒÏ.

äŒÅ "ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ"

ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ B ⊃ A | ÎÁÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ A, ÔÏ B ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ. œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ËÁ- ÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ M ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÌÌÅËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {y_1; : : : ; y_t} ∈ M Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A. ëÏÌÌÅËÃÉÀ {y_1; : : : ; y_t} ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. m = ∑ a_iy_i; a_i ∈ A; m ∈ M

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁÄËÏÌØÃÏ B ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ B | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÄËÏÌØÃÏ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ B = A[x_1; : : : ; x_s]; x_i ∈ B , Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÌÌÅËÃÉÉ {x_1; : : : ; x_s} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄŒÁ ÐÏÎÑÔÉÑ "ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ". œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÉÈ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÏÌØÃÏ p-ÄÒÏÂÅÊ Z[^1_p], p { ÐÒÏÓÔÏÅ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ Z, ÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ Z. (ðÏÞÅÍÕ?)

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

§2. ðÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÃÅÌÏ

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ B = A[z].

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ï ÐÒÏÓÔÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ). ðÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A[z] ËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ a_i ∈ A, ÞÔÏ z^N + a_{N −1}z^{N −1} + · · · + a_0 = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄËÏÌØÃÁ ËÏÌØÃÁ A ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ z^N + a_{N −1}z^{N −1} + · · · + a_0 = 0 Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ a_i ∈ A, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ z ÃÅÌ ÎÁÄ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ B = A[z] ËÏÎÅÞÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ {y_1; : : : ; y_s} B ÎÁÄ A. ôÏÇÄÁ

zy_i = s∑ j=1 v_{ij} y_j ; i = 1; : : : ; s; v_{ij} ∈ A (∗)

ÉÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ŒÉÄÅ

(zE − V ) y_1 . . y_s = 0 . . 0 ; ÇÄÅ V = (vij ): (∗∗)

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÔÒÉÃ: ÐÕÓÔØ P | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á ^P | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ P ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p_{ij} ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ^p_{ij} . ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

^P^T P = P ^P^T = (det P )E

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ P | ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØÃÁ W , ÔÏ É ^P | ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ W .

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (∗∗) É ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÅÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ^zE − V^T , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

det(zE − V ) y_1 . . y_s = 0 . . 0 ;

Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ det(zE − V ) ËÏÌØÃÁ B ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ y_i . îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÎ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ B . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ det(zE − V ) = 0. îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ z ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f_V (T ) = 0, ÇÄÅ f_V (T ) = det(T E − V ) | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ V . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ z ÃÅÌ ÎÁÄ A.

œÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2 ("ëÏÎÅÞÅÎ ÂÕÄÅÛØ { ÃÅÌ ÂÕÄÅÛØ"). åÓÌÉ ÎÁÄËÏÌØÃÏ B ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ A.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÕÓÔØ z^N + a_{N −1}z^{N −1} + · · · + a_0 = 0. ôÏÇÄÁ A-ÍÏÄÕÌØ B = A[z] ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ A ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ 1; z; z^2; : : : ; z^{N −1} . (ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ.) □ úÁËÏÎÞÉÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÔÁËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÄËÏÌØÃÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÃÅÌ ÎÁÄ A. (ôÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÑÔ Ï ÃÅÌÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ B > A.)

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÏÌØÃÏ k[X] ÃÅÌÏ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[X^2]. (ðÏÞÅÍÕ?)

§3. ëÏÎÅÞÎÙÅ É ÃÅÌÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÛÎÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ËÏÌÅÃ A < B < C , ÐÒÉÞÅÍ B ËÏÎÅÞÎÏ (ÃÅÌÏ) ÎÁÄ A, Á C ËÏÎÅÞÎÏ (ÃÅÌÏ) ÎÁÄ B , ÔÏ ÎÁÄËÏÌØÃÏ C ËÏÎÅÞÎÏ (ÃÅÌÏ) ÎÁÄ A. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÂÁÛÎÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ËÏÌÅÃ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÛÎÅ ÐÏÌÅÊ (ÓÏŒÅÔÕÀ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ). äÏËÁÖÅÍ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÁÛÎÉ ÃÅÌÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ z ∈ C . ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÃÅÌ ÎÁÄ B , ÔÏ z^N + b_{N −1}z^{N −1} + · · · + b_0 = 0; ÇÄÅ b_i ∈ B:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A[z; b_{N −1}; b_{N −2}; : : : ; b_0] ËÏÌØÃÁ A, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅ- ÎÉÅÍ Ë A ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ z , b_{N −1} , b_{N −2} , . . . , b_0 . üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÂÁÛÎÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ

A[z; b_{N −1}; b_{N −2}; : : : ; b_0] > A[b_{N −1}; b_{N −2}; : : : ; b_0] > A[b_{N −2}; : : : ; b_0] > · · · A[b_0] > A: ôÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_i ∈ B ÃÅÌÙ ÎÁÄ A, Á ÜÌÅÍÅÎÔ z ÃÅÌ ÎÁÄ A[b_{N −1}; : : : ; b_0], ÔÏ ŒÓÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÂÁÛÎÅ ÃÅÌÙ (ÐÏÞÅÍÕ?), Á ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÏÎÉ ËÏÎÅÞÎÙ. œ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÂÁÛÎÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÄËÏÌØÃÏ A[z; b_{N −1}; b_{N −2}; : : : ; b_0] ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÜÌÅÍÅÎÔ z ∈ C ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. □

§4. œÁÒÉÁÃÉÑ ÎÁ ÔÅÍÕ çÁÌÕÁ

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÌØÃÁ B .

ðÒÉÍÅÒ 3.

1) çÒÕÐÐÁ Z_2 = ⟨1; ff⟩ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[T ] ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÌÉ ËÏÌØÃÏÍ k ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (T )^œ = −T; x^œ = x; x ∈ k .

2) ëÏÎÅÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ∈ GL_n(k) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ T_i −→ ∑ g_{ij} T_j Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[T_1; : : : ; T_n] (ÐÒÉ ÜÔÏÍ G ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ k ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B^G (ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ?). œÏÚÎÉËÁÀÔ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ (Œ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ) ŒÏÐÒÏÓÁ:

Á) ðÕÓÔØ B > B^G > A É B ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ B^G ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A?

Â) œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÐÕÓÔØ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ A. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ B^G ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ A?

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ. îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ëÏÌØÃÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ B^G .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ z ∈ B; ff ∈ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ G-ÏÒÂÉÔÕ {z^œ} ÜÌÅÍÅÎÔÁ z É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (T ) = ∏ {z^œ }

(T − z^œ )

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÌØÃÅ B^G (ÐÏÞÅÍÕ?), É ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁŒÅÎ 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, z | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (T ). œÓÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ z ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ B^G .□

ôÅÐÅÒØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÏÔŒÅÔ "ÄÁ" ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ Â) ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ B > C > A | ÂÁÛÎÑ ËÏÌÅÃ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ A, É B ÃÅÌÏ ÎÁÄ C . ôÏÇÄÁ C ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, B = A[x_1; : : : ; x_n]. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x_i ÃÅÌ ÎÁÄ C , Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_i(T ) ⊂ C[T ]. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë ËÏÌØÃÕ A ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i(T ); i = 1; : : : ; n. ðÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ A^′ = A[c_1; : : : ; c_‘] ËÏÌØÃÁ A. ôÁË ËÁË ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ É A^′ ÎÅÔÅ- ÒÏŒÏ (ÐÏÞÅÍÕ?). ëÏÌØÃÏ A^′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ A É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ C . ëÏÌØÃÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A^′ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ ÎÉÍ (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ËÏÌØÃÏ B ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A^′ . A^′ -ÐÏÄÍÏÄÕÌØ C < B ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÅÎ ÎÁÄ A^′ , Ô.Ë. A^′ ÎÅÔÅÒÏŒÏ (ÚÁ- ÄÁÞÁ ÉÚ ÌÉÓÔËÁ Ć3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ {w_1; : : : ; w_q} ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ C ÎÁÄ A^′ . ôÏÇÄÁ C = A[c_1; : : : ; c_‘; w_1; : : : ; w_q].□

åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ Á) ÏÞÅŒÉÄÅÎ: ËÏÌØÃÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ B^G ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A ËÁË A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ B ÎÁÄ ÎÅÔÅ- ÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ŒÙÓÔÕÐÁÅÔ ÐÏÌÅ, Á ÏÎÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏ. á ËÁË ÏÂÓÔÏÑÔ ÄÅÌÁ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÏÔ A ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ?

§5. ãÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ. ëÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÐÅÒŒÏÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ)

ðÕÓÔØ B | ÎÁÄËÏÌØÃÏ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ B ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ (ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÌØÃÏ A). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ z_1 É z_2 ÉÚ B , ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A, ÉÈ ÓÕÍÍÁ z_1 +z_2 É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ z_1z_2 ÃÅÌÙ ÎÁÄ A. ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÁÄËÏÌØÃÏ A[z_1; z_2], ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A (ÐÏÞÅÍÕ?). îÏ z_1 + z_2 É z_1z_2 ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÌØÃÅ A[z_1; z_2], ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÃÅÌÏ ÎÁÄ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÌØÃÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B , ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A Œ B . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ O_{A;B} ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ O_B , ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ËÏÌØÃÅ A ÉÄÅÔ ÒÅÞØ. ðÒÉÍÅÒ 4.

Á) ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Z Œ Z[^1_3] ÒÁŒÎÏ Z (ÐÏÞÅÍÕ?) Â) ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Z Œ Q ÒÁŒÎÏ Z (ÐÏÞÅÍÕ?) Œ) ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ZŒ Q( √ 2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a + b √ 2, a; b ∈ Z (ÈÏÒÏÛÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z[x; y] Œ ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ Z(x; y)?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÔÁÌØÎÅÅ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ Z Œ ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ëÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ÐÏÌÑ Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. ãÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Z Œ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ O_K .

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ëÏÌØÃÏ O_K ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ. ôÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ. åÓÌÉ z ∈ K , ÔÏ mz ∈ O_K ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ Z . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ Q, ÔÏ ÏÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ Q, Á ÐÏÔÏÍÕ

a_N z^N + a_{N −1}z^{N −1} + · · · + a_0 = 0; ÇÄÅ ŒÓÅ a_i ∈ Z

õÍÎÏÖÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ a^{N −1}_N , ÐÏÌÕÞÉÍ

(a_N z)^N + a_{N −1}(a_N z)^{N −1} + a_{N −2}a_{N −1}(a_N z)^{N −2} + · · · + a_0a^{N −1}_N = 0

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (a_N z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ. □ ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ O_K ÎÁÄ Z ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ O_K Œ ÇÒÕÐÐÅ K . íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ: ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ tr_{K=Q}(xy), ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÎÁ O_K ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÓÍ. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 1).

œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ¸_1; : : : ; ¸_n ÐÏÌÑ K ÎÁÄ Q. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ!), ÞÔÏ ŒÓÅ ¸_i ∈ O_K . þÅÒÅÚ ¸^∗_1; : : : ; ¸^∗_n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ K Œ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ tr_{K=Q} (ÎÁÐÏÍÎÉÍ: ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ tr_{K=Q}(¸_i¸^∗_j ) = ‹_{ij} ). ðÕÓÔØ ‚ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ O_K . ôÏÇÄÁ ‚ = ∑ ‚_i¸^∗_i ; ‚_i ∈ Q

õÍÎÏÖÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ¸_i É ŒÚÑŒ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÅÄ, ÐÏÌÕÞÉÍ

tr_{K=Q}(‚¸_j ) = ‚_j (ÐÏÞÅÍÕ?)

îÏ ÓÌÅŒÁ ÓÔÏÉÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (‚ É ¸_j ÌÅÖÁÔ Œ O_K !). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ O_K ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Z̧^∗_1 + Z̧^∗_2 + · · · + Z̧^∗_n , Á ÐÏÔÏÍÕ ÓÁÍÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ. □

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ O_K - ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÎÅÊ ÐÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, O_K | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ (ÒÅÛÅÔËÁ ÎÁÄ Z). á ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÒÑÍÏ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ rk_ZO_K = [K : Q] = n.

îÁÓËÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÉ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ?

ðÒÉÍÅÒ ËÏÌØÃÁ O_{Q(}^√_{−5)} , ÇÄÅ 6 = 2 × 3 = (1 + √ −5)(1 − √ −5) ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÌØÃÏ O_K ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, Ô.Å. Œ ÎÅÍ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÌÅÞÅÔ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÉÅ Œ ÔÁËÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÅÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, Ô.Å. ÉÄÅÁÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ (ËÁË O_K -ÍÏÄÕÌÉ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÒÏÄÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÒÏÄÉÔØ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. (œÏÐÒÏÓ: Á ÄŒÕÍÑ ÍÏÖÎÏ?)

ë ËÁËÏÍÕ ÖÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ËÏÌÅÃ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ O_K ? œÏÔ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍ (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

1) Z | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ.

2) îÅ ŒÓÑËÏÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ (ÐÒÉÍÅÒ?). 3) œÓÑËÏÅ ÌÉ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ?

§6. ëÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ

ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, O_K | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ K . ëÏÌØÃÏ O_K | ÎÅÔÅÒÏŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, O_K | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Z. ëÏÌØÃÏ O_K ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ R(O_K ) = K (ÚÄÅÓØ ÄŒÁ "ÐÏÞÅÍÕ?"). ôÁË ËÁË ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ËÏÌØÃÅ O_K ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ P ⊂ O_K ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Z-ÍÏÄÕÌØ P ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÐÏÄÒÅ- ÛÅÔËÕ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ Œ ÒÅÛÅÔËÅ O_K . ðÕÓÔØ ‚ ∈ P . ôÁË ËÁË ÓÄŒÉÇ ‚ O_K ÒÅÛÅÔËÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÔËÏÊ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÔÏ ÉÄÅÁÌ P (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË Z-ÍÏÄÕÌØ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÕ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ‚ O_K . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P | ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ Œ O_K^∗. îÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÏ O_K =P ËÏÎÅÞÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ?). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÏ O_K =P ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÁË ËÁË ÉÄÅÁÌ P ÐÒÏÓÔ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ (ÐÏÞÅÍÕ?). □

íÙ ÅÝÅ ÒÁÚ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÁÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ (ÐÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÀ) Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

äÏÐÏÌÎÅÎÉÑ

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÅÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ tr_{K=Q} Œ ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ K . ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ! ÉÚ K , ÞÔÏ tr_{K=Q}(!K) = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, tr_{K=Q}(!^1_! ) = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, tr_{K=Q}(1) = n. ðÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÅ.

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ð ÒÅÛÅÔËÉ O_K Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K ⊗R. åÇÏ ÏÂSSÅÍ Vol ð ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÁÖÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÐÏÌÑ K . ëŒÁÄÒÁÔ ÏÂSSÅÍÁ (Vol ð)^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÐÏÌÑ K . òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, (Vol ð)^2 ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ tr_{K=Q} Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÅÛÅÔËÉ O_K .

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 3. åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÄŒÕÍ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ: ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÎÁÂÏÒ S ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Ô.Å. ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ ÉÚ S , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÉÄÅÁÌÅ ÉÚ S ).

îÏŒÙÊ ÌÉË ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÏÔËÒÙŒÁÅÔ ÐÕÔØ ÎÅÔÅÒÏŒÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

üÔÏÔ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÐÒÉÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ŒÙ ÈÏÔÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ A ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (˙). ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙ ÕÍÅÅÔÅ ÄÅÌÁÔØ ÄŒÅ ŒÅÝÉ: Á) ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ (˙) ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ A (ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ), Â) ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (˙) ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ J , ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÉÄÅÁÌ I , ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ I (ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ôÏÇÄÁ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (˙) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ A.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÏŒ S , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (˙) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÏ- ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ S ÐÕÓÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ S ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ, ÕÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (˙). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÓÁÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (˙). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎ ÌÅÖÉÔ Œ S . ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

ü.â.œÉÎÂÅÒÇ. ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÏÓËŒÁ, æÁËÔÏÒÉÁÌ, 2004 œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ. íÏÓËŒÁ, îÁÕËÁ, 1976 ó. ìÅÎÇ. áÌÇÅÂÒÁ. íÏÓËŒÁ, íÉÒ, 1968

∗üÔÏ ÉÚÑÝÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÏÏÂÝÉÌ ÍÎÅ òÏÍÁÎ çÁÊÄÕË