îíõ | áÌÇÅÂÒÁ | 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ 8 É 15 ÍÁÒÔÁ 2007 Ç.

ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ É ÇÒÕÐÐÁ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ

ðÕÓÔØ A | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ A ÄŒÁ ÉÄÅÁÌÁ: b É a. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÁÌ b. (œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a É ÐÉÛÕÔ: a|b.) ôÏÇÄÁ, ËÁË ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÏËÁÚÁÌ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ c, ÞÔÏ ac = b.

îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÏÊ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ. åÅ ŒÉÒÔÕÏÚÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ËÎÉÇÅ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ "áÌÇÅÂÒÁ". íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ äÏÐÏÌÎÅÎÉÉ 1 ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ËÏÇÄÁ A | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ K .

á ÐÏËÁ, ÓÞÉÔÁÑ ÌÅÍÍÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ, ÉÚŒÌÅÞÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ c, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÌÅÍÍÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ. ôÏÞÎÅÅ,

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ b < a. ëÒÏÍÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ a = b = 0 ÉÄÅÁÌ c, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ac = b, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ac = ac^′ . œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ a_0A < a. ðÏ ÌÅÍÍÅ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ, a_0A = qa ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ q < A. îÏ ÔÏÇÄÁ a_0Ac = qac = qac^′ = a_0Ac^′ ÉÌÉ a_0c = a_0c^′ . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c = c^′ (ÐÏÞÅÍÕ?) □

éÚ ìÅÍÍÙ 1 ÍÙ ŒÙŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÁÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2. ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ a ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ (ÞÉÔÁÊ, ÐÒÏÓÔÙÈ) ÉÄÅ- ÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ a ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÕÓÔØ a ∈ m_1 , ÇÄÅ m_1 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏ ÌÅÍÍÅ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ a = m_1a_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a_1 . úÁÔÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, a_1 = m_2a_2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ôÁË ËÁË a < a_1 < a_2 : : : (ÐÏÞÅÍÕ?), ÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÎÅ- ÔÅÒÏŒÏÓÔÉ A. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ a = m_1m_2 : : : m_k (ÎÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ m_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ!). äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ m_1 : : : m_k = m^′_1 : : : m^′_‘ , ÔÏ m^′_1 : : : m^′_‘ < m_1 (ÐÏÞÅÍÕ?); ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÏÓÔÏÔÏÊ m_1 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ m_1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ m^′_i , Á ÐÏÔÏÍÕ Ó ÎÉÍ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ. äÁÌÅÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ (k + ‘) É ÌÅÍÍÁ 1 (ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ËÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). □

ìÅÍÍÁ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ (Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ) ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ).

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÁÂÅÌÅŒÕ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÁ a É b ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (a ∼ b), ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ËÏÌØÃÁ A, ÞÔÏ xa = yb.

õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C‘(A) ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÞÔÏ ÓÌÕÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ C‘(A)?

îÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÏÎÑÔÎÏ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÐÕÓÔØ (a) | ËÌÁÓÓ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a. œÙÂÅÒÅÍ Œ A ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ a_0A < a. ðÏ ÌÅÍÍÅ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ a^{−1} , ÞÔÏ aa^{−1} = a_0A. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (a)(a^{−1}) = 1 Œ ÇÒÕÐÐÅ C‘(A).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÔÁË: a ∼ b, ÅÓÌÉ A- ÍÏÄÕÌÉ a É b ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ’ : a −→ b | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a_0 ∈ a É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ’(a_0a) = a_0’(a), Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | ’(a_0a) = ’(a_0)a. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a_0b = ’(a_0)a É a ∼ b Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (a) = (b) (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ), ÔÏ A-ÍÏÄÕÌÉ a É b ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÒÏ ÇÒÕÐÐÕ ËÌÁÓÓÏŒ C‘(O_K ) ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ O_K ÐÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ K ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ^∗ (ÓÍ. ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 2). ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ C‘(O_K ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ O_K | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ.

1) äÁÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÑ Q (Ô.Å. ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÁ) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏŒ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÉÚÕÞÅÎÁ ÓÌÁÂÏ, ÈÏÔÑ É ÚÄÅÓØ ÉÍÅ- ÀÔÓÑ ÑÒËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÓÅÇÏ 9 ÍÎÉ- ÍÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ K = Q( √ m) Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÌÁÓÓÏŒ:

m = −1; −2; −3; −7; −11; −19; −43; −67; −163.

2) çÒÕÐÐÁ C‘(O^√_{−5}) ≃ Z_2, Á C‘(O^√_{−23}) ≃ Z_3.

3) äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ m ÅÝÅ çÁÕÓÓ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ C‘(Q( √ m)) ÒÁŒÅÎ 1 ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ m, ÎÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÈ ËÏÌØÃÁÈ.

ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ A ÆÁËÔÏÒ- ËÏÌØÃÏ A=a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ!).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x → x; x ∈ A | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ A Œ A=a. åÓÌÉ a = m^{e1}_1 : : : m^{e‘}_‘ , ÔÏ ÉÄÅÁÌ a ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ m_1; : : : m_‘ É ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ A=a ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ m_1; : : : ; m_‘ .

∗ëÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÎÉÇÅ é.ò.ûÁÆÁÒÅŒÉÞÁ É ú.é. âÏÒÅŒÉÞÁ ôÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ..

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ b|a (Ô.Å. a < b), ÔÏ b = m^{f1}_1 : : : m^{f‘}_‘ , ÐÒÉÞÅÍ f_i ⩽ ‘_i (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, b = m_1^{f1} ; : : : ; m_‘^{f‘} . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ m_1 = m_1( mod a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ A=a. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ œÅÌÉËÕÀ ëÉÔÁÊÓËÕÀ éÄÅÀ (œëé). ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ m^{qi}_i É m^{qj}_j , i ≠ j ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ m^{qi}_i + m^{qj}_j ≠ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÉÈ ÓÕÍÍÕ. îÏ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ- ÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ m ÄÏÌÖÅÎ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó m_i (Ô.Ë. m_i^{qi} ∈ m) É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó m_j (ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ). ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ m_1 , ÞÔÏ w =∈ m^2_1 . ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ œëé, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y ∈ A, ÞÔÏ

y ≡ w mod m^2_1 y ≡ 1 mod m_i; i = 2; : : : ; ‘:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ a + yA ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÉÄÅÁÌÅ m_1 , ÎÏ ÎÅ Œ m^2_1 , É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ m_i . îÏ ÔÏÇÄÁ a + yA = m_1 (ÐÏÞÅÍÕ?). üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ m_1 = yA, Ô.Å. m_1 | ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ A=a. ôÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 1.

ìÅÍÍÁ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ. ðÕÓÔØ O | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ K , a É b | ÅÇÏ ÉÄÅÁÌÙ É a|b (Ô.Å. b < a). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ c < O , ÞÔÏ ac = b.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

îÁ ÐÅÒŒÏÍ ÅÇÏ ÜÔÁÐÅ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔÅÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ a^{−1} = {x ∈ K | xa < O}. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ), ÞÔÏ

Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ a^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ O -ÍÏÄÕÌÅÍ;

Â) a^{−1} ⩾ O ;

Œ) a^{−1} | ËÏÎÅÞÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ, Á ÔÏÞÎÅÅ ÒÅÛÅÔËÁ Œ K ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. (ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ a^{−1} ÈÏÔÑ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ O -ÍÏÄÕÌÅÍ, ÎÏ ÉÄÅÁÌÏÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ: ÅÓÌÉ a | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ O , ÔÏ a^{−1} ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ O (ÐÏÞÅÍÕ?). O -ÍÏÄÕÌØ a^{−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.)

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a^{−1}a = O .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ O -ÍÏÄÕÌØ t = a^{−1}a. íÏÄÕÌØ t ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, a^{−1}a < O É Oa^{−1}a = Oaa^{−1} = aa^{−1} .

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ t = O . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ t^{−1} . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ¸a^{−1}a < O , ÔÏ ÅÓÔØ ¸a^{−1} < a^{−1} . îÏ a^{−1} | ËÏÎÅÞÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ¸ ÃÅÌ ÎÁÄ Z. úÎÁÞÉÔ, ¸ ∈ O . éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ O < t^{−1} < O , ÔÏ ÅÓÔØ t^{−1} = O É t = O (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÏÄÇÏÔÏŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÚÁËÏÎÞÅÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ O -ÍÏÄÕÌØ c = a^{−1}b. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

Á) c < O ;

Â) c | ÉÄÅÁÌ;

Œ) ac = aa^{−1}b = Ob = b.□

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 2.

óÌÅÄÕÑ ÏÄÎÏÊ ŒÁÖÎÏÊ ÉÄÅÅ çÕÒŒÉÃÁ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ | C‘(O)| < ∞. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ çÕÒŒÉÃÁ Ï ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ O | ÒÅÛÅÔËÁ ÃÅÌÙÈ Œ ÐÏÌÅ K . óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ M (ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÏÌÑ K ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ t, 0 < t ⩽ M É ¸ ∈ O , ÞÔÏ

|N(tx − ¸)| < 1:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÚÎÁÅÍ. ÞÔÏ tx ∈ O ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ t, ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ t ÎÅ ÍÏÖÅÔ "ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÔØ" ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K . ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÓÌÁÂÉÍ ÎÁÛÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ: tx ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÒÅÛÅÔËÕ O , ÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÄÁÌÅËÏ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÅÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÔÁËÏÍÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÍÏÖÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ t.

ïÔÌÏÖÉÍ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ É ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏŒ. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ Œ O . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ I ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ |N(y)|, É ÐÕÓÔØ x | ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ O . ðÏ ÌÅÍÍÅ çÕÒŒÉÃÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ t; 0 < t < M É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ ∈ O ÉÍÅÅÍ |N(t x y − ¸)| < 1 ÉÌÉ |N(tx − ¸y)| < N(y).

ôÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ tx − ¸y ÌÅÖÉÔ Œ I , ÔÏ tx − ¸y = 0 ŒŒÉÄÕ ŒÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y ÉÚ I . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M!I < yO ÉÌÉ M!I 1 y < O . îÏ ÉÄÅÁÌ M!I 1 y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÌÁŒÎÙÊ

ÉÄÅÁÌ M!O (ÐÏÞÅÍÕ?). á Œ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÁÎÎÙÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ I , ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÉÄÅÁÌ M!O . üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ C‘(O) ËÏÎÅÞÎÁ.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ çÕÒŒÉÃÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÕÀ Z-ÒÅÛÅÔËÕ O Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V = K ⊗ R. ðÕÓÔØ x ∈ K . ôÏÒ T = V=O ËÏÍÐÁËÔÅÎ. òÁÚÏÂØÅÍ ÅÇÏ ÎÁ S "ÍÅÌËÉÈ" ËÕÓÏÞËÏŒ, ÅŒËÌÉÄÏŒ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ < 1. ðÏÌÏÖÉÍ M = S + 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ N ÔÏÞÅË {tx}; t = 1; : : : ; N Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÉ {tx} ÎÁ ÔÏÒ T . ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ äÉÒÉÈÌÅ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÔÏÞÅË t_1x É t_2x ÐÏÐÁÄÕÔ Œ ÏÄÉÎ "ÍÅÌËÉÊ" ËÕÓÏÞÅË. îÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ |(t_1 − t_2)x − ¸| < 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ¸ ÉÚ ÒÅÛÅÔËÉ O (ÐÏÞÅÍÕ?).

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ. ëÁË Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎËÃÉÉ N ?

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

þÁÓÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÅ: P ? ↙ ↓ ’ M^{′ i}−→ M^j−→ 0

ÇÄÅ M^′ , M É P | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Á ÎÁËÌÏÎÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ? ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÕÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ A- ÍÏÄÕÌÅÊ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÄÕÌØ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÁ M^{′ i}→ M^j→ 0 ÔÏÞÎÁ, Ô.Å. Im i = M . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. óŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ.

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ.)

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÄÕÌØ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ i : M^′ → M É ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : P → M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ? : P → M^′ , ÞÔÏ i∘? = ’.

åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ A-ÍÏÄÕÌØ P ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) ÍÏÄÕÌØ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ;

Â) ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ 0 → M^′ → M → P → 0 ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÉÌÉ, ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÅÓÌÉ M=M^′ = P , ÔÏ M = M^′ ⊕ P ;

Œ) ÍÏÄÕÌØ P ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ;

Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e_i ∈ P É f_i ∈ Hom_A(P; A), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ P x = ∑ f_i(x)e_i; ÇÄÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅf_i(x) = 0:

(üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ Á), Â), Œ) ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÚÁÄÁÞ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ "ìÉÓÔÏÞËÏŒ".)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ Œ) ÓÌÅÄÕÅÔ Ç). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ P | ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ S Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {s_i}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ı : S → P ÍÏÄÕÌÑ S ÎÁ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ P . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÉÚ P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ x = ∑ f_i(x)s_i , ÇÄÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ f_i(x) ÒÁŒÎÙ 0, Á f_i ∈ Hom_A(P; A) (ÐÏÞÅÍÕ?).

ðÒÏÅÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ P , ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x = ∑ f_i(x)ı(s_i). üÔÏ É ÅÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ç) Ó e_i = ı(s_i).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ Ç) ÓÌÅÄÕÅÔ Œ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ S | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {s_i}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ı_1 : S → P É ı_2 : P → S , ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: ∑ a_is_i^{ß1}→ ∑ a_ie_i É ∑ f_i(x)e_i^{ß2}→ ∑ f_i(x)s_i . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ı_i | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É ÞÔÏ ı_1 ∘ ı_2 = id . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S = Ker ı_1 ⊕ P (ÐÏÞÅÍÕ?).

ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ

1) ðÕÓÔØ e ∈ A | ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A, Ô.Å. e^2 = e. ôÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ e ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÅÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁ ÅÇÏ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ eA. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ eA ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ (Œ ËÏÌØÃÅ Ó ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ!).

2) ðÕÓÔØ A | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ R(A) = K . ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ A- ÍÏÄÕÌØ I^{−1} , ÞÔÏ II^{−1} = A (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ I^{−1} = {x ∈ K | xI ⊂ A}) (ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ K ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 1 = ∑ f_ie_i , ÇÄÅ e_i ∈ I , Á f_i ∈ I^{−1} ⊂ K . îÏ ÔÏÇÄÁ x = ∑ (f_ix)e_i , x ∈ I , É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ I ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ ÎÁÍÉ Œ ŒÉÄÅ ÕÓÌÏŒÉÑ Ç) Ó f_i(x) = f_ix ⊂ A (!).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌÙ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÓÕÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, É ÄÁÖÅ ËÏ- ÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. œŒÉÄÕ ŒÁÖÎÏÓÔÉ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I . œÏÚØÍÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ i_0 ∈ I . ôÏÇÄÁ i_0A ⊂ I É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, i_0A = JI ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J < A (œÄœ-ÔÅÏÒÅÍÁ). üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ i_0 = i_1j_1 +· · ·+i_‘j_‘ , ÇÄÅ i_k ∈ I , Á j_s ∈ J . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ A-ÍÏÄÕÌÅÊ I → A^‘ É A^‘ → I ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

i → (ij_1=i_0; : : : ; ij_‘=i_0); i ∈ I (a_1; : : : ; a_‘) → a_1i_1 + · · · a_‘i_‘

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁ ÎÁ ÉÄÅÁÌÅ I , ÞÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÅÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ É ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.

òÁÚŒÉŒÁÑ ÕÓÐÅÈ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÛÅ ÇÌÁŒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ P ÎÁÄ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÉÄÅÁÌÏŒ, Ô.Å.

P ≃ I_1 ⊕ I_2 ⊕ : : : ⊕ I_s

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ P ÐÏÇÒÕÖÁÅÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ A^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k (ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ ÌÉÓÔÏÞËÁ!). ðÒÏÅËÃÉÑ P ÎÁ k - ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ A ⊕ · · ·⊕ A | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ’ : P → A, ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ker ’ ÌÅÖÉÔ Œ A^{k−1} , Á ÏÂÒÁÚ ’(P ) ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ I_k < A (ÐÏÞÅÍÕ?). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P ≃ Ker ’ ⊕ I_k , É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ k . □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ P ŒÌÏÖÅÎÏ Œ A^k Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ^† ÍÏÖÎÏ ÐÏÇÒÕ- ÚÉÔØ Œ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ (ËÁË?). ôÏÇÄÁ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÄÅÁÌÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÄ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ ÎÅÔ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ É ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÅÝÅ ÒÁÚ ÕÂÅÄÉÔ ŒÁÓ Œ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ).

†çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Œ A-ÍÏÄÕÌÅ M ÅÓÔØ ËÒÕÞÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ É ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ÍÏÄÕÌÑ, ÞÔÏ am = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ O^√_{−5} ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ. á ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓŒÏÂÏÄÅÎ?

ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ Œ ËÏÌØÃÅ O^√_{−5} ÍÏÖÎÏ ŒÓÔÒÅÔÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á k | ÐÏÌÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÅÍÅÊÓÔŒÏ V ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÂÁÚÏÊ X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ

1) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_x ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X (ÓÌÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÁÄ x)

2) ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÎÅÓŒÑÚÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ V = ⨆ V_x , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ V_x É ÄÅÌÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÅÓÔÅÔÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏ- ÅËÃÉÀ p : V → X .

óÅÞÅÎÉÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ p : V → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ s : X → V , ÞÔÏ ps(x) = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X .

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ W | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÅÍÅÊÓÔŒÏ V = X × W Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ p : V → X ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ. óÅÍÅÊ- ÓÔŒÏ (V; p; X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÞÔÏ V |_U | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ.

ìÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ X = [0; 1] Ó ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÙÍ ÓÌÏÅÍ R. óËÌÅÉÍ ÔÏÞËÉ 0 É 1 ÂÁÚÙ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÓÌÏÉ V_0 É V_1 ÎÁÄ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ’ : R → R, ’(x) = −x. œ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ S^1 . ìÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ s(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ s(0) = −s(1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÂÁÚÅ S^1 (ÐÏÞÅÍÕ?). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ç (V ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V → X . óÅÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ "ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ" ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁ- ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÂÁÚÅ X . åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ C(X) ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÂÁÚÅ X , ÔÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ç (V ) ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V → X ÏÂÒÁÚÕÀÔ C(X)-ÍÏÄÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å.

(fs)(x) = f(x)s(x); f ∈ C(X); s ∈ ç (V ):

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ C(X)-ÍÏÄÕÌØ ç (V ) ÎÁÄ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ X ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ.

ðÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ- ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ M → S^1 ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ÓÌÏÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ R. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÌÉÓÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ s(x), ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ s(0) = −s(1).

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ç (M) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A = C(S^1) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ f(0) = f(1).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ç (M) | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ, ÎÏ ÎÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.

ìÅÍÍÁ. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ s_1 É s_2 ÌÉÓÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÅÞÅÎÉÊ ç (M) Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ s(x) ∈ C[0; 1], s(0) = −s(1), ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ËÏÌØÃÁ A = C(S^1). ðÏÜÔÏÍÕ (s_1s_2)s_2 − (s^2)s_1 = 0 | ÉÓËÏÍÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ.□

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÓÅÞÅÎÉÊ ç (M) ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, ÔÏ ç (M) = As. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ Õ ŒÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚ ç (M) ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÎÕÌØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÔÁË.

ïÄÎÁËÏ, ç (M) ⊕ ç (M) ≃ A^2 = A ⊕ A.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÁÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ (sin ıt; cos ıt) É (− cos ıt; sin ıt) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ç (M) ⊕ ç (M), ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ s_1 É s_2 ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ( sin ıt − cos ıt cos ıt sin ıt ) ( f_1 f_2 ) = ( s_1 s_2 )

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

ü.â.œÉÎÂÅÒÇ. ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÏÓËŒÁ, æÁËÔÏÒÉÁÌ, 2004 í. áÔØÑ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ë-ÔÅÏÒÉÉ. íÏÓËŒÁ, íÉÒ, 1972 ëÎÉÇÁ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. çÏÓÔÅÈÉÚÄÁÔ, 1936