îíõ | áÌÇÅÂÒÁ | 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ 22 É 29 ÍÁÒÔÁ 2007 Ç.

ôÅÏÒÅÍÁ ûÔÅÊÎÉÃÁ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ

ðÕÓÔØ A | ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ P ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A.

ôÅÏÒÅÍÁ. äŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊕· · · ⊕I_k É J_1 ⊕· · ·⊕J_s ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k = s É ËÌÁÓÓÙ ÉÄÅÁÌÏŒ ∏ I_j É ∏ J_i ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ k = s = 1 ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÉÄÅÁÌÁ I É J ÉÚ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË A-ÍÏÄÕÌÉ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ C‘(I) = C‘(J) (Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ˘ ÉÚ ÍÁÔÅÒÉÎÓËÏÇÏ ÐÏÌÑ K = R(A), ÞÔÏ ˘I = J ). üÔÏÔ ÆÁËÔ ÕÖÅ ÂÙÌ ÎÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÉÚ ÌÅËÃÉÊ 5-6). œÏÏÂÝÅ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÌÀÂÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, Á I É J | ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÉÄÅÁÌÁ Œ ÎÅÊ, ÔÏ Hom_A(I; J) = {˘ ∈ R(A) | ˘I ⊂ J}. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ A-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : I → J ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÁËÏÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ˘, ÞÔÏ ’(a) = ˘a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ I .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a_0 ∈ I . ôÏÇÄÁ a_0’(I) = ’(a_oI) = ’(a_0)I , Ô.Å. ’(I) =

’(a_0)

a_0 I . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Hom_A(I; J) = JI^{−1} ÄÌÑ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÔÅÊÎÉÃÁ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÚ "ñÝÉËÁ Ó ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÍÉ".

ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ A-ÍÏÄÕÌÑ

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, S | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ÅÄÉ- ÎÉÃÅÊ ÉÚ A^∗ = A − {0}, É A S | ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÌØÃÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S (ËÏÒÏÔËÏ: S - ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ; ÓÍ. ìÉÓÔÏË Ć6). ïÐÅÒÁÃÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ "ÄÒÏÂÉ" ŒÉÄÁ m s , ÇÄÅ m ∈ M , Á s ∈ S (ÐÏËÁ ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ), É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ŒŒÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: m s ∼ m^′ s^′

⇐⇒ ms^′ = sm^′ . íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ

ÄÒÏÂÅÊ [m s ] ÏÂÒÁÚÕÅÔ A-ÍÏÄÕÌØ M S Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ "ÄÒÏÂÅÊ" É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ "ÄÒÏÂÉ" ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A. œÏÔ ÏÎ-ÔÏ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S . ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ M S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ

ËÏÌØÃÏÍ A S (ÐÏÞÅÍÕ?).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ: M S = M ⊗_A A S çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ m → [^m_1 ] ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔ M Œ M S (ÐÏÞÅÍÕ?). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ S = A^∗ , ÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ M ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = K ⊗_A M , ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ M | ËÏÎÅÞÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ dim_K V = dim_K (K ⊗ M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÍÏÄÕÌÑ M (ÐÉÛÅÍ rk_A M ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÄÅÄÅËÉÎ- ÄÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÁŒÅÎ 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk_A(M_1 ⊕ M_2) = rk_A M_1 ⊕ rk_A M_2 .

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 2 É 3 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ (ËÁË?) ÔÁ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÔÅÊÎÉÃÁ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ k = s = rk_A M , ÅÓÌÉ M =^k ⨁ 1 I_j =^s ⨁ 1 J_i .

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÚ M =^s ⨁ 1 I_j =^s ⨁ 1 J_i ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C‘( ∏ I_j ) = C‘( ∏ J_i). œÏÔ ËÏÒÏÔËÏÅ, ÎÏ ÐÒÅÖÄÅŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M =^s ⨁ 1 I_j ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÌÏÖÅÎ Œ A^S = K^S = V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄ-

ÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^S V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K . œ ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ A-ÍÏÄÕÌØ ~^S M , ËÏÔÏÒÙÊ, ÑŒÌÑÑÓØ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ 1, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÉÚ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ É ÅÓÔØ ∏_s

1 I_j . □

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ A Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÉÚÌÉÛÎÅ. üÔÏ ÓÔÁÎÅÔ ÑÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ "ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ" ÐÅÒÅÓËÁÚÕ ÐÒÅ- ÖÄÅŒÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ A-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

’ : I_1 ⊕ · · · ⊕ I_s → J_1 ⊕ · · · ⊕ J_s:

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÍÙÈ ’ A-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’_{ji} : I_j → J_i ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘_{ji} ÉÚ ÐÏÌÑ K , ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ~ = (˘_{ji}); ˘_{ji} ∈ K , ËÏÔÏÒÁÑ, ÐÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÔÉÍÁ (ËÓÔÁÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ k = s). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ J_1 · · · J_s = (det ~)I_1 · · · I_s: œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a_j ∈ I_j , ÔÏ det ~ · ∏ a_j ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

~^′ = a_1 0 ... 0 a_s ~ îÏ j -Ñ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ~^′ ÒÁŒÎÁ (˘_{ji}a_j ). íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ j -Ê ÓÔÒÏËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ J_i . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, det ~^′ ⊂ ∏ J_i . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, det~ ∏ I_j ¡ ∏ J_i É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (det ~)^{−1} ∏ J_i ¡ ∏ I_j , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ s = rk_A M É C‘(^s ∏ 1 I_j ) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÎŒÁÒÉ-

ÁÎÔÏŒ ÍÏÄÕÌÑ M = ⨁ I_j . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?) ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. íÏÄÕÌØ I_1 ⊕ I_2 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ A ⊕ I_1I_2 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ I_1 É I_2 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ I_1 + I_2 = A, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ c ∈ I_2 É d ∈ I_1 , ÞÔÏ c + d = 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÎÁÄ A) ÍÁÔÒÉÃÕ ~ = ( 1 −1 c d ) ∈ SL_2(A). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ~ ( I_1 I_2 ) = ( A I_1I_2 ) . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,~ ( I_1 I_2 ) = ( I_1 + I_2 cI_1 + dI_2 ) . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ "ÎÁ". œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁË ËÁË ÉÄÅÁÌÙ I_1 É I_2 ŒÚÁÉÍÎÏ

ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ I_1 ∩ I_2 = I_1I_2 . ðÕÓÔØ x ∈ I_1 ∩ I_2 . ôÏÇÄÁ~ ( x x ) = ( 0 x ) , Ô.Å. Œ ÏÂÒÁÚÅ

ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ ( 0 I_1I_2 ) . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÅËÔÏÒ ( x + y ? ) , x ∈

I_1; y ∈ I_2; ? ∈ I_1I_2 Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÅÒŒÏÊ (É ËÁËÏÊ-ÔÏ ŒÔÏÒÏÊ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÍÏÖÎÏ

ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ ~ Ë ŒÅËÔÏÒÕ ( x −y ) . □ ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ. åÓÌÉ I É J | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ A, ÔÏ Œ C‘(I) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ I^′ , ÞÔÏ I^′ + J = A (Ô.Å. ÉÄÅÁÌ I^′ ¡ C‘(I) ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó J .)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ i_0 ∈ I É ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ T ¡ A, ÞÔÏ i_0A = IT . ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÉÄÅÁÌ T ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ A=T J . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÄÅÁÌ T ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ T = a_0A + T J , a_0 ∈ T (ÐÏÞÅÍÕ?). õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ I , ÐÏÌÕÞÉÍ i_0A = a_0I + i_0J

äÅÌÑ ÎÁ i_0 , ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ A = a_0 i_0

I + J

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ a_0 i_0

I ¡ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) C‘(I). □ ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ. æÕÎËÔÏÒ ⊗

úÁÄÁÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ K ÚÎÁÞÉÔ ÚÁÄÁÔØ:

1) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ob K , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K ,

2) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Mor K , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K ÉÌÉ "ÓÔÒÅÌËÁÍÉ", Á ÔÁËÖÅ:

3) ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ f ∈ Mor K ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ ÐÁÒÕ ÏÂSSÅËÔÏŒ X , Y ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K (X É Y | ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÓÔÒÅÌËÉ f , ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ f : X → Y ); ÞÅÒÅÚ Hom_K (X; Y ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ X Œ Y ;

4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y; Z ∈ Ob K É ÐÁÒÙ ÓÔÒÅÌÏË f : X → Y; g :

Y → Z ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÒÅÌËÕ gf : X → Z , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f É g (ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, Ô.Å. h(gf) = (hg)f ÅÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ);

5) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob K ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÇÏ (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ) ÍÏÒÆÉÚÍÁ 1_X ∈ Hom(X; X), ÞÔÏ f · 1_X = f É 1_X · g = g ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÔÒÅÌÏË f : X → Y É g : Z → X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

Á) ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ 1_X .

Â) œ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ðÒÏŒÅÒËÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ | ÔÅÍÁ ÄÌÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ:

1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Sets. ïÂSSÅËÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÍÉ f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y .

2. Top | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ.

3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ModA (AMod) ÐÒÁŒÙÈ (ÌÅŒÙÈ) ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É ÉÈ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ (A-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ).

4. ïÂSSÅËÔÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Mat ÓÌÕÖÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á Hom(m; n) ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ n × m Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K .

5. ïÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÐÒÏŒÅÒËÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÁ).

6. äÕÁÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ K^∘ . çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ K^∘ , ÐÏÌÏÖÉŒ Ob K^∘ = Ob K , Mor K^∘ = Mor K , ÎÏ ÏÂÒÁÔÉŒ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÌÏË: ÎÁÞÁÌÏÍ (ËÏÎÃÏÍ) ÓÔÒÅÌËÉ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ f Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K^∘ ÏÂSSÑŒÉÍ ÅÅ ËÏÎÅÃ (ÎÁÞÁÌÏ) Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K .

æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÏÍÅÞÁÑ ∘ ŒÓÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÉÚ K^∘ , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÕÁÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÚÁÐÉÛÅÍ ÔÁË:

Ob K^∘ = (Ob K)^∘; (Mor K)^∘ = (Mor K)^∘; Hom_K∘ (X; Y ) = Hom_K (Y; X)^∘; g^∘f^∘ = (fg)^∘

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ: f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f · f^{−1} = 1_Y É f^{−1} · f = 1_X ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f^{−1} : Y → X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Á) ÍÏÒÆÉÚÍ f^{−1} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; Â) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É (gf)^{−1} = f^{−1}g^{−1} .

úÁÄÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ) F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ L (F : K → L) ÚÎÁÞÉÔ ÚÁÄÁÔØ

1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_{Ob} : Ob K → Ob L : X → F_{Ob}(X) 2) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_{Mor} : Mor K → Mor L, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

Á) ÅÓÌÉ f : X → Y , ÔÏ F_{Mor}(f) : F_{Ob}(X) → F_{Ob}(Y ) Â) F_{Mor}(1_X ) = 1_{FOb (X)} Œ) F_{Mor}(g · f) = F_{Mor}(g) · F_{Mor}(f) (Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÇÏŒÏÒËÏÊ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ gf ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ) ïÂÙÞÎÏ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ŒÍÅÓÔÏ F_{Ob} É F_{Mor} ÐÉÛÕÔ F (X) É F (f). þÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ "ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ" ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ: ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÆÕÎËÔÏÒ "ÇÒÕÐÐÁ ìÉ → ÁÌÇÅ- ÂÒÁ ìÉ" É Ô.Ä. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÐÒÏÝÅ.

1. åÓÌÉ Mod A | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÁŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, X | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÁŒÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ F_X : X → Hom(Y; X) | ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Mod A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ab ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (Hom(Y; X) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÎÁÂÖÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ).

2. æÕÎËÔÏÒ "ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ".

åÓÌÉ L | ÎÁÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ K , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ F : Alg_K → Alg_L ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K -ÁÌÇÅÂÒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ L-ÁÌÇÅÂÒ, ÐÒÉÎÉÍÁÑ ÚÁ F (A) ÁÌÇÅÂÒÕ A_L = A⊗_K L ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L. ôÏÇÄÁ F (f), ÇÄÅ f : A → B , | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ⊗1 : A_L → B_L ÁÌÇÅÂÒ A_L É B_L ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L.

3. ðÕÓÔØ G | ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ K_G , ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ÔÁËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Vect ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ F_{Ob} ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V_K . ôÏÇÄÁ F (g) ∈ End V_K ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F (1) = 1_V , Á F (g_1g_2) = F (g_1)F (g_2). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, F_{Mor} | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ G Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

æÕÎËÔÏÒ ⊗

ìÅÔÏ ÐÒÏÌÅÔÉÔ, É ŒÙ ÓËÁÖÅÔÅ Ó ÇÒÕÓÔØÀ: "ðÒÏÝÁÊ, ÚÅÌÅÎØ ÌÅÔÁ. úÄÒÁŒÓÔŒÕÊ, ÁÌ- ÇÅÂÒÁ III." œÏÔ ÐÏÞÅÍÕ Ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ Ï ÆÕÎËÔÏÒÅ ⊗ ÒÏŒÎÏ Œ ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ (Œ ÌÉÓÔÏÞËÁÈ ÅÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ- ÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ). œ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ, ËÏÌØÃÏ A ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ). á ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ K -ÁÌÇÅÂÒÏÊ A (ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ K -ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÁÎÓÔŒÁÍÉ (ÐÏÞÅÍÕ?).

éÔÁË,

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ K -ÁÌÇÅÂÒÏÊ A

ðÕÓÔØ M | ÐÒÁŒÙÊ, Á N | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌÉ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M ×N → V (ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ M ÎÁ N Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_K ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ’(xa; y) = ’(x; ay). œÚÑŒ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ’ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ V → W , ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÏÅ A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ M × N Œ K -ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W (ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M × N ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ "ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ". üÔÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ A- ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ t) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ M ⊗_A N , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ M É N ÎÁÄ

ÁÌÇÅÂÒÏÊ A (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ M ⊗_A N ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, A-ÍÏÄÕÌÅÍ).

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : M ×N → L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : M⊗_A N → L, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

M × N^’ � t � � � � L

M ⊗_A N � � � � �

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ (ÏÂÙÞÎÏ t(x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ x ⊗ y ).

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ

œÏÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ M ⊗_A N .

œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ⊗ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ xa ⊗ y − x ⊗ ay , x ∈ M; y ∈ N; a ∈ A. æÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ⊗ N=T É ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M ⊗_A N .

ðÕÓÔØ ß : M ⊗ N → M ⊗_A N | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ß Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ M ×N → M ⊗N (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (x; y) → x⊗y ) ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÏÅ A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ. éÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏ), ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ ~(x ⊗ y) = ’(x; y).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ~|_T = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

~(ax ⊗ y − x ⊗ ay) = ~(ax ⊗ y) − ~(x ⊗ ay) = ’(ax; y) − ’(x; ay) = 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T ⊂ Ker ~, É ~ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : M ⊗_A N → L ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’ = · t.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ. ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ N É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ F : {ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÁŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ} → {ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ}, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÁŒÏÍÕ A-ÍÏÄÕÌÀ M ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ⊗_A N , Á ŒÓÑËÏÍÕ A-ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : M → M^′ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f⊗_A 1 : M⊗_A N → M^′⊗_A N .

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÁËÓÉÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A-ÍÏÄÕÌÅÊ f : M → M^′ É g : N → N^′ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ⊗_A g : M ⊗_A N → M^′ ⊗_A N^′ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (f ⊗_A g)(x⊗_A y) = f(x)⊗_A g(y):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M × N → M^′⊗_A N^′ , ÞÔÏ ’(x; y) = f(x)⊗_A g(y). ðÒÏŒÅÒÉÍ A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÁÌÅÅ, ’(xa; y) = f(xa) ⊗_A g(y) = f(x)a ⊗_A g(y) = f(x) ⊗_A ag(y) = f(x) ⊗_A g(ay) = ’(x; ay). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f⊗_A g : M⊗_A N → M^′⊗_A N^′ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (f⊗_A g)(x⊗_A y) = f(x)⊗_A g(y) □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÚÏŒÅÍ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ N ËÏÍÂÁÊÎÏÍ ÔÉÐÁ A-B , ÅÓÌÉ N ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÁŒÙÍ B -ÍÏÄÕÌÅÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÄÕÌÑ N ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÅŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ N → N (ÐÏ- ÞÅÍÕ?) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M ⊗_A N → M ⊗_A N , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ x ⊗ y Œ x ⊗ yb. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁ M ⊗_A N ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ B -ÍÏÄÕÌÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.

1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → M ⊗_A A, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ m → m ⊗ 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÁŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

2) œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ M^1_A; M^2_A;_AN (M^1 ⊕ M^2)⊗_A N = M^1 ⊗_A N ⊕ M^2 ⊗_A N .

3) œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ M_A;_AN_B ;_B L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (M ⊗_A N)⊗_B L ≃ M ⊗_A (N ⊗_B L).

4) œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ M_A;_AN_B ;_B L Hom_B(M ⊗_A N; L) ≃ Hom_A(M; Hom_B(N; L)).

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ

ðÕÓÔØ A É B | ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K . ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ a ∈ A É b ∈ B ÌÅŒÙÅ ÓÄŒÉÇÉ x → ax; y → by ÎÁ A É B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑÍÉ ‘_a É ‘_b K -ÍÏÄÕÌÅÊ A É B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ‘_a ⊗ ‘_b : A ⊗ B → A ⊗ B , ÞÔÏ (‘_a ⊗ ‘_b)(x ⊗ y) = (‘_ax ⊗ ‘_by) = (ax ⊗ by); x ∈ A; y ∈ B .

îÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ A × B , ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÁÒÅ (a; b) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ (‘_a ⊗ ‘_b) ∈ End_K (A ⊗ B), ÑŒÌÑÅÔÓÑ K -ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ∈ A ⊗ B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ‘_p ∈ End(A ⊗ B), ÞÔÏ ‘_{a⊗b}(x ⊗ y) = ax ⊗ by ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ p ŒÉÄÁ a ⊗ b.

ðÏÌÏÖÉŒ pq = ‘_p(q) ÄÌÑ p; q ∈ A ⊗ B , ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁ A ⊗ B ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (Ó "ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ"). üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ A É B .

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

ëÎÉÇÁ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. ïçéú, 1936 œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ. íÏÓËŒÁ, îÁÕËÁ, 1976 ó. ìÅÎÇ. áÌÇÅÂÒÁ. íÏÓËŒÁ, íÉÒ, 1968