ìÅËÃÉÑ 15. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ

ëÁË ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÁË É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ É Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ Y ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(U) ÉÚÍÅÒÉÍ (ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÉÚÍÅÒÉÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ).

åÓÌÉ Y = R ÉÌÉ C , ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X Œ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÉÚÍÅÒÉÍÏ, Á g : Y → Y^′ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÄÒÕÇÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g ∘ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ f_1 : X → Y_1 É f_2 : X → Y_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (f_1; f_2): X → Y_1 × Y_2 ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÄŒÁ ÆÁËÔÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.2. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. åÓÌÉ f; g : X → C | ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f + g, fg, |f| É ˘f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ C ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

åÓÌÉ f : X → Y | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÏ É ÌÀÂÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÌÉ ÐÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Œ R).

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E ⊂ X (ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ E É ÎÕÌÀ ŒÎÅ E) ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Ó ÍÅ- ÒÏÊ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ [0; ∞]. ðÏÓËÏÌØËÕ [0; ∞] ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÂÁÚÉÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ | ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ [0; ∞) ÐÌÀÓ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ŒÉÄÁ (a; ∞]), ÐÏÓÔÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÓÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ Œ [0; ∞]. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → [0; ∞] ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(∞) É ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÅ f ÎÁ X \ f^{−1}(∞).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.3. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ É {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ R, C ÉÌÉ [0; +∞]. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) (ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ, ÎÉËÁËÏÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ R ÉÌÉ C . ðÏÌÏÖÉÍ B_”(a) = {y | |y − a| ¡ ”}, —B_”(a) = {y | |y − a| ⩽ ”}. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÌÉ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ B_”(a), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ f^{−1}(B_”(a)). üÔÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

f^{−1}(B_”(a)) = ∞⋃ n=2 ∞⋃ k=1 ∞⋂ m=k f^{−1}_m ( —B_{”−1=n}(a)):

óÌÕÞÁÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ [0; ∞] ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÏÞÎÅÅ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ [0; ∞] (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉĄ).

îÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ f; g : X → [0; ∞], ÔÏ ÚÁÐÉÓØ f ⩽ g ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ f(x) ⩽ g(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X; E; ¯).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X → [0; ∞) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ X ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X = E_1 ⊔ : : : ⊔ E_n ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ f ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ E_i.

éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’: X → [0; ∞] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ

∑_n i=1 ’(x_i)¯(E_i) ∈ [0; ∞], ÇÄÅ x_i ∈ E_i.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ∫ X ’d¯.

éÎÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ ∫ X fd¯ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÐÉÓÁÔØ ∫ f, Á ÉÎÏÇÄÁ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÉÓÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ŒÒÏÄÅ ∫ X f(x)d¯(x).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁ (ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). ïÂÒÁÔÉ- ÔÅ ÔÁËÖÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÙ.

éÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ¯ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ∫ ’d¯ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ É | ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ

ÐÒÏÓÔÁ É ÆÕÎËÃÉÑ ’ + , ÐÒÉÞÅÍ ∫ (’ + )d¯ = ∫ ’d¯ + ∫ d¯ (ÅÓÌÉ ’ ÐÒÏÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X = ⨆ E_i, Á | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ X = ⨆ F_j , ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’ + ÐÒÏÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X = ⨆ (E_i ∩ F_j )). îÁËÏÎÅÃ, ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ | ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É c ⩾ 0, ÔÏ ∫ c’d¯ = c ∫ ’d¯.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.5. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : X → [0; ∞] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ∫ fd¯ = sup_{’⩽f}

’ ÐÒÏÓÔÁÑ ∫ ’d¯ ∈ [0; ∞]:

åÓÌÉ E ⊂ X | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁ X ÉÎÄÕÃÉÒÕ- ÅÔ, ËÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ÒÁÎÅÅ, ÍÅÒÕ ÎÁ E; ÅÓÌÉ f | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f|_E ÐÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÅ ÎÁ E ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ∫ E fd¯; ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ∫ E fd¯ = ∫ X Ø_E fd¯, ÇÄÅ Ø_E | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÒÅÚÀÍÉÒÏŒÁÎÙ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.6. ðÕÓÔØ f; g : X → [0; +∞] ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

(1) åÓÌÉ f ⩽ g, ÔÏ ∫ X fd¯ ⩽ ∫ X gd¯.

(2) åÓÌÉ ˘ ⩾ 0 | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÔÏ ∫ X (˘f)d¯ = ˘ · ∫ X fd¯.

(3) åÓÌÉ Y ⊂ X ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÔÏ ∫ Y fd¯ ⩽ ∫ X fd¯.

þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.7. ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÒÏÊ (X; E; ¯). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E → ∫ E fd¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÎÁ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫ E fd¯ = ∑ ∫ E_i fd¯, ËÁË

ÔÏÌØËÏ E = ⨆ i E_i, ÇÄÅ ŒÓÅ E_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ’ ⩽ f | ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ ’ =

∑_n

j=1 ˘_iØ_{Fi} , ÇÄÅ ˘_i ¿ 0 É F_i | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ∫ E ’d¯ = n∑ i=1 ˘_i¯(F_i) = n∑ i=1 ∑ j ˘_i¯(F_i ∩ E_j ) = ∑ j n∑ i=1 ˘_i¯(F_i ∩ E_j ) = = ∑ j ∫ E_j

’d¯ ⩽ ∑ j ∫ E_j

fd¯:

âÅÒÑ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ’ ⩽ f, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∫ E fd¯ ⩽ ∑ j ∫ E_j fd¯.

ðÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ: ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÉÍÅÅÍ n∑ i=1 ∫ E_n

fd¯ = ∫ X Ø_{E1 ∪:::∪En} fd¯ ⩽ ∫ X fd¯;

ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ n → ∞.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 15.8. íÅÒÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 15.7, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ¯.

óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ 15.9. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÚÁŒÉÓÑ- ÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ X, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ (ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÐÏ ÍÅÒÅ ¯, ÅÓÌÉ ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔØ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ, ÞÔÏ ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.7 (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÚ ÅÇÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÁÓÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÙ.

œÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 15.10 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ). ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ [0; +∞], ÐÒÉÞÅÍ f_n ⩽ f_{n+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, É ÐÕÓÔØ f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ X (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ). ôÏÇÄÁ ∫ X fd¯ = lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ X_0 ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ f_n(x) Ë f(x) ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ X É X \ X_0 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ X ÎÁ X \ X_0 É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f_n → f ŒÓÀÄÕ. ôÁË ÍÙ É ÓÄÅÌÁÅÍ.

œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.3 ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚÍÅÒÉ- ÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ f ŒÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÁ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ | ŒÓÀÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ŒŒÉÄÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ËÁË ÆÕÎË- ÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.7), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÔ- ÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ: ËÏÇÄÁ f ŒÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÁ É ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ŒÓÀÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f ¡ ∞ ŒÓÀÄÕ. éÍÅÅÍ f_n ⩽ f ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÏÔËÕ- ÄÁ ∫ X f_nd¯ ⩽ ∫ X fd¯; ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ lim_{n→∞} f_nd¯ ⩽ ∫ X fd¯.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÚÁÄÁ- ÄÉÍÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ c ∈ (0; 1) É ÐÏÌÏÖÉÍ X_n = {x ∈ X | f_n(x) ⩾ cf(x)}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ X_n | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ É ÞÔÏ ∫ X f_nd¯ ⩾ ∫ X_n fnd¯ ⩾ c · ∫ X_n fd¯. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

X_i ⊂ X_{i+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ i É ÞÔÏ

⋃_n

i=1 X_i = X, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.7 É ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÍÅÒ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ n → ∞, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯ ⩾ c · ∫ X fd¯. õÓÔÒÅÍÌÑÑ c Ë ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

åÓÌÉ f ŒÓÀÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ¯(X) ¿ 0 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ∫ X fd¯ = ∞ (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ X ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ). úÁ- ÄÁÄÉÍÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ C ¿ 0 É ÐÏÌÏÖÉÍ X_n = f^{−1}_n (C; +∞). ôÏÇÄÁ X | ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_n, ÐÒÉÞÅÍ ∫ X f_nd¯ ⩾ ∫ X_n fnd¯ ⩾ C · ¯(Xn). ðÏÓËÏÌØËÕ ¯(Xn) → ¯(X) ¿ 0 (ÏÐÑÔØ

ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 14.4), ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯ ⩾ C · ¯(X), ÇÄÅ C ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œÏÔ ÐÅÒŒÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.11. åÓÌÉ f É g | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ, ÔÏ ∫ X (f + g)d¯ = ∫ X fd¯ + ∫ X gd¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 15.12. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_1 ⩽ ’_2 ⩽ : : : ⩽ ’_n ⩽ : : :, ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ 0 = a_{n0} ¡ a_{n1} ¡ : : : ¡ a_{n;kn −1} ¡ a_{nkn} = n ÏÔÒÅÚËÁ [0; n], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ 1=2^{n−1}; ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f_n(x) = a_{nj} ÐÒÉ x ∈ f^{−1}([a_{nj} ; a_{n;j+1})) É f(x) = n ÐÒÉ x ∈ f^{−1}([n; ∞]); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ 0 ⩽ f(x) − f_n(x) ⩽ 1=2^{n−1} ÐÒÉ x ∈ f^{−1}([0; n)). éÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ a_{10} = 0, a_{11} = 1; ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ, ÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÏÍÅÒ n + 1 ÓÔÒÏÉÍ ÔÁË: ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉÔ [0; n], ÄÅÌÉÍ

ÐÏÐÏÌÁÍ, ÐÌÀÓ ÏÔÒÅÚÏË [n; n + 1] ÄÅÌÉÍ ÎÁ 2^n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n(x)} ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ {’_n} É {_n} | ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë f É g ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ {’_n + _n} | ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÔÏ- ÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f + g. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ÉÍÅÅÍ lim ∫ ’_n = ∫ f, lim ∫ _n = ∫ g É lim( ∫ ’_n + ∫ _n) = lim ∫ (’_n + _n) = ∫ (f + g).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÄÏËÁÖÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ÄÌÑ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.13. ðÕÓÔØ f_1 ⩾ f_2 ⩾ : : : | ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. åÓÌÉ ∫ X f_1d¯ ¡ ∞, ÔÏ ∫ X fd¯ = lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ f_1, ŒÓÅ f_i É f_1 −f_i | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ∫ X f_1d¯ ¡ ∞, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.11 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ X (f_1 − f_i) = ∫ X f_1 − ∫ X f_i. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ Ë ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_1 − f_i}.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.14. éÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍ- ÍÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ∫ X |f|d¯ ¡ ∞.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ ÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 15.15. ðÕÓÔØ f : X → R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ f_+(x) = max(f(x); 0) É f_−(x) = − min(f(x); 0).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ f_+ É f_− ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÁ f, ÞÔÏ f = f_+ − f_− É ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ f_+ É f_− ËÏÎÅÞÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ. éÚ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ Ë ÌÀÂÏÊ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.16. ðÕÓÔØ f | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ Œ ŒÉÄÅ f = f_1 −f_2, ÇÄÅ f_1 É f_2 | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ

ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ. ôÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ f ÐÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ∫ X fd¯ = ∫ X f_1d¯ − ∫ X f_2d¯:

åÓÌÉ f | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C , ÔÏ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÐÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ∫ X fd¯ = ∫ X Re(f)d¯ + i · ∫ X Im(f)d¯:

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÚÄÅÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ: ÅÓÌÉ f = f_1 − f_2 = g_1 − g_2 | ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ f Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ f_1 +g_2 = g_1 +f_2, ÏÔËÕÄÁ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 15.11, ÉÍÅÅÍ ∫ f_1 + ∫ g_2 = ∫ g_1 + ∫ f_2, ÉÌÉ ∫ f_1 − ∫ g_1 = ∫ f_2 − ∫ g_2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.17. ðÕÓÔØ f É g | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X, É ÐÕÓÔØ ˘; ¯ ∈ C . ôÏÇÄÁ:

(0) ˘f + ¯g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ; (1) ∫ X ˘fd¯ =˘ ∫ X fd¯; (2) ∫ X (f + g)d¯ = ∫ X fd¯ + ∫ X gd¯; (3) | |∫_X fd¯ | | ⩽ ∫_X |f|d¯.

(4) ÅÓÌÉ ¯(X) ¡ ∞, ÔÏ |∫ X fd¯ | ⩽ ¯(X) · sup_{x∈X} |f(x)|.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f É g | ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R, Á ˘ É ¯ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. ôÏÇÄÁ (0) É (2) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 15.11, (1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.6, (3) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ 15.11 É ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | | | ∫ f_+ − ∫ f_− | | | ⩽ ∫ f_+ + ∫ f_−;

Á (4) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (3).

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÙ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ.

äÌÑ (ËÕÓÏÞÎÏ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ĂÈÏÒÏÛÉÈĄ ÆÕÎË- ÃÉÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÌÅËÃÉÉ 10, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÍ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.18. åÓÌÉ f : [a; b] → C | ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÓÍÙ- ÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 10.5, ÔÏ ÏÎÁ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ¯ É

∫_b a f(x)dx = ∫ [a;b] fd¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÐÕÎËÔÁ (4) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.17 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓ- ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {f_n} ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÒÏÊ (X; ¯), ÇÄÅ ¯(X) ¡ ∞, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ∫ X fd¯ = lim_{n→∞} ∫ f_nd¯ (ŒÓËÏÒÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÙ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ËÕÓÏÞÎÏ- ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, Á ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÉÍÅŒÛÅÊÓÑ Œ ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅ- ÍÏÊ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ÂÙÌÁ ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ; ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅÌÉÛÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÎÉ- ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ (ŒÓÐÏ- ÍÎÉÍ ÏÂÝÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ Ó ÎÅÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ŒÓÅ ÖÅ ÎÅÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.19 (ÌÅÍÍÁ æÁÔÕ). ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (X; ¯), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯, ÔÏ ∫ X fd¯ ⩽ lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯;

Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ∫ X fd¯ ⩽ lim ∫ X f_nd¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ ’_n(x) = inf_{m⩾n} f_m(x). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ’_n | ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ’_1 ⩽ ’_2 ⩽ : : : É lim_{n→∞} ’_n(x) = f(x) ÄÌÑ ÔÅÈ ÖÅ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f_n(x) → f(x). óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ÉÍÅÅÍ ∫ f = lim_{n→∞} ∫ ’_n. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ’_n(x) ⩽ f(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÉÍÅÅÍ lim ∫ ’_n ⩽ lim ∫ f_n, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ lim ∫ f_n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ∫ ’_n ⩽ ∫ f_n ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ f = − lim ∫ ’_n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {∫ f_n } É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ.

éÚ ÌÅÍÍÙ æÁÔÕ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÄÏÂÎÙÊ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ĂÔÅÏÒÅ- ÍÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉĄ.

ôÅÏÒÅÍÁ 15.20. ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (X; ¯), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë ÆÕÎË- ÃÉÉ f. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ’, ÞÔÏ |f_n(x)| ⩽ ’(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n É ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x, ÔÏ lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯ = ∫ X fd¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ |f(x)| ⩽ ’(x), ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ É |f_n(x)−f(x)| ⩽ 2’(x). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁ- ŒÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ f(x) = 0.

ìÅÍÍÁ 15.21. ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’, ÞÔÏ f_n ⩽ ’ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÔÏ lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯ = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ æÁÔÕ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {’ − f_n}: ∫ ’d¯ = ∫ lim_{n→∞}(’ − f_nd¯) ⩽ lim ∫ (’ − f_n)d¯ = ∫ ’d¯ − lim ∫ f_nd¯:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, lim ∫ f_nd¯ ⩽ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

þÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ŒÓÅ f_n(x) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |f_n| ⩽ ’ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (f_n)_+ ⩽ ’ É (f_n)_− ⩽ ’, Á ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f_n(x) → 0, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {(f_n)_+} É {(f_n)_−} ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. éÚ ÌÅÍÍÙ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} ∫ (f_n)_+d¯ = 0 É lim_{n→∞} ∫ (f_n)_−d¯ = 0, ÏÔËÕÄÁ lim_{n→∞} ∫ X f_nd¯ = 0.

åÓÌÉ f_n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙ, ÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ f_n ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ |f_n| É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ’, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ë ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍ f_n ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.