ìÅËÃÉÑ 17. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÄÁÄÉÍ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÄÏËÁÖÅÍ ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.1. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R. îÏÒÍÏÊ ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ V Œ R, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ v → ‖v‖ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ:

(1) ‖v‖ ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , É ‖v‖ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v = 0.

(2) ‖˘v‖ = |˘| · ‖v‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ˘ ∈ R É v ∈ V . (3) ‖v + w‖ ⩽ ‖v‖ + ‖w‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w ∈ V .

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

(äÏÓÌÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ R ÎÁ C .) ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÎÏÒÍ ÎÁ R^n ÍÏÇÕÔ ÐÏÓÌÕÖÉÔØ L^p-ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ R^n (ÎÏÒ- ÍÁ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ.

îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÙÅ) ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÄŒÉÎÕÔÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÏ ÎÁÍ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ ÎÕÖÅÎ ÔÏÌØËÏ (ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.2. ðÕÓÔØ V É W | ËÏÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÔÓŒÁ ÎÁÄ R; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ V ŒÙÂÒÁÎÁ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_1, Á ÎÁ W | ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A: V → W ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÏÅ C ¿ 0, ÞÔÏ ‖Av‖_2 ⩽ C‖v‖_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V .

(œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅŒÅÒÎÏ!)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚ É ÎÁŒÓÅÇÄÁ ÂÁÚÉÓ (e_1; : : :; e_m) Œ V É ÂÁÚÉÓ (f_1; : : :; f_n) Œ W ; Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ V É W Ó R^m É R^n É ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑÍ ÎÁ R^m É R^n. åÓÌÉ v = x_1e_1 + : : : + x_me_m ∈ V , ÔÏ

‖v‖_1 ⩽ ∑ |x_i| · ‖e_i‖ ⩽ C max(|x_i|);

ÇÄÅ C = m max(‖e_i‖_1); ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖_1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ V . íÎÏÖÅÓÔŒÏ S = {x_1e_1 + : : : + x_me_m | max(|x_i|) = 1}

ËÏÍÐÁËÔÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖_1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘ ¿ 0. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ v = x_1e_1 + : : : + x_me_m ≠ 0, ÔÏ v= max(|x_i|) ∈ S, ÏÔËÕÄÁ

‖v‖_1 = max(|x_i|)|v= max(|x_i|)‖_1 ⩾ ˘; ÉÌÉ max(|x_i|) ⩽ ˘^{−1}‖v‖_1: (17.1) åÓÌÉ (a_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A Œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ É v = x_1e_1 + : : : + x_me_m, ÔÏ

‖Av‖_2 = ‖ ‖ ∑ a_{ij} x_j f_i ‖ ‖_2 ⩽ ∑ |a_{ij} | · |x_j | · ‖f_j ‖_2 ⩽

⩽ mn max(|a_{ij} |) max(|x_j |) max(‖f_i‖_2) ⩽ mn max(|a_{ij} |) max(‖f_i‖_2)˘^{−1}‖v‖_1;

ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (17.1). ôÁË ËÁË ÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ‖v‖ ÏÔ v ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.3. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, É ÐÕÓÔØ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 | ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÎÅÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É M, ÞÔÏ m‖v‖_1 ⩽ ‖v‖_2 ⩽ M‖v‖_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V .

(œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 17.2 ÐÏÌÏÖÉÔÅ V = W , Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A ÁÏÚØÍÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ; ÚÁÔÅÍ ÐÏÍÅÎÑÊÔÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.3 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ, ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÁ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÚÁÐÉÓØ ÔÉÐÁ f(v) = o(‖v‖) ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÓÍÙÓÌ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÙÂÒÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.4. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R É U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: E → F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ‖f(p + h) − (f(p) + A(h))‖ = o(‖h‖) ÐÒÉ h → 0 (ÞÅÒÅÚ ‖ · ‖ ÏÂÏÚÎÁÞÅ- ÎÙ ÎÏÒÍÙ ÎÁ E É F | ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ËÁËÉÅ ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 17.3).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: E → F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ p (ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ ÎÅ ĂÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑĄ, Á ĂÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌĄ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ).

œÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ: Df(p), f^′(p), T_pf, f_∗; ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍ.

åÓÌÉ E = F = R, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: R → R | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ a, É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÎÁÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(a).

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ o(‖h‖), ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ h → 0, É ÐÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, lim_{h→0}(f(p) + A(h)) = f(p), ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ lim_{h→0} f(p+h) = f(p), ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ Œ ÔÏÞËÅ p ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.5. åÓÌÉ A: E → F | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ E É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ A.

üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.6. åÓÌÉ, Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 17.4, ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f : U → F ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ p ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A; B : E → F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ p, ÔÏ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(p + h) = f(p) + A(h) + ’(h) É f(p + h) = f(p) + B(h) + (h), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ A(h) − B(h) = (h) − ’(h). ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ o(‖h‖) ÐÒÉ h → 0; ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A(v) − B(v) = w ≠ 0, ÔÏ ‖A(tv) − B(tv)‖ = t‖w‖, É ÜÔÏ ÎÅ ÅÓÔØ o(‖tv‖). úÎÁÞÉÔ, A = B.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ | ĂÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.7. ðÕÓÔØ E, F É G | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E É V ⊂ F | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, f : U → V É g : V → G | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ f(p), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ∘ f : U → G ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÒÉÞÅÍ D(g ∘ f)(p) = Dg(f(p)) ∘ Df(p).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ E, F É G; ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÏÒÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ‖ · ‖ | Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÅÔ.

ðÕÓÔØ Df(p) = A, Dg(f(p)) = B; ÐÏÌÏÖÉÍ ~f(h) = f(p + h) − f(p) − Ah; ~g(k) = g(f(p) + k) − g(f(p)) − Bk:

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 É ÆÕÎËÃÉÉ ’; : [0; ”] → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

lim_{t→0} ’(t) = lim_{t→0} (t) = 0; ‖ ~f(h)‖ ⩽ ’(‖h‖)‖h‖; ‖~g(k)‖ ⩽ (‖k‖)‖k‖

(ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ‖h‖ É ‖k‖, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ ”). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 17.2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1 É C_2, ÞÔÏ ‖Ah‖ ⩽ C_1‖h‖; ‖Bk‖ ⩽ C_2‖k‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ h ∈ E, k ∈ F , ðÏÓËÏÌØËÕ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ‖h‖ ÉÍÅÅÍ ‖f(p + h) − f(p)‖ ⩽ ”. äÌÑ ÔÁËÉÈ h ÉÍÅÅÍ g(f(p + h)) − g(f(p)) = = g(f(p) + Ah + ~f(h)) − g(f(p)) = BAh + B ~f(h) + ~g(Ah + ~f(h))

R(h) :

ïÃÅÎÉÍ R(h):

‖R(h)‖ ⩽ ‖B ~f(h)‖ + ‖~g(Ah + ~f(h))‖ ⩽ ⩽ C_2’(‖h‖)‖h‖ + (Ah + ~f(h))(‖Ah‖ + ‖ ~f(h)‖) ⩽ ⩽ C_2’(‖h‖)‖h‖ + C_1(Ah + ~f (h))‖h‖ + (Ah + ~f(h))’(‖h‖)‖h‖:

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ‖h‖ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ‖h‖ → 0, ÉÍÅÅÍ D(g ∘ f)(p) = BA, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ (u_1; : : :; u_m) É (v_1; : : :; v_n) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ R^m É R^n: Õ ŒÅËÔÏÒÁ u_i (ÉÌÉ v_i) ÎÁ i-Í ÍÅÍÔÅ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÃÁ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÎÕÌÉ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍ Œ R^m É R^n ŒÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → R^n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (x_1; : : :; x_m) → (f_1(x_1; : : :; x_m); : : :; f_n(x_1; : : :; x_m)):

åÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p = (p_1; : : :; p_m) ∈ U É Df(p) = A: R^m → R^n, ÔÏ f(p + h) = f(p) + A(h) + o(‖h‖). óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ,

f(p + tu_j ) = f(p) + A(tu_j ) + o(‖tu_j ‖) = f(p) + tA(u_j ) + o(t);

ÏÔËÕÄÁ A(u_j ) = lim_{t→0} t^{−1}(f(p + tu_j ) − f(p)):

åÓÌÉ A ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (a_{ij} ), Ô. Å. A(u_j ) = ∑ a_{ij} v_i, ÔÏ, ÏÔÄÅÌÑÑ i-ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

a_{ij} = lim_{t→0} f_i(p_1; : : :; p_{j−1}; p_j + t; p_{j+1}; : : :; p_n) − f_i(p_1; : : :; p_n) t : éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, a_{ij} | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ y → f_i(p_1; : : :; p_{j−1}; y; p_{j+1}; : : :; p_n) Œ ÔÏÞËÅ p_j . äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.8. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ p = (p_1; : : :; p_m) ∈ U, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{t→0} f(p_1; : : :; p_{j−1}; p_j + t; p_{j+1}; : : :; p_n) − f(p_1; : : :; p_n) t (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ i-ÏÊ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^{@f}_{@xi} (p) (ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÛÕÔ D_if(p); ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ).

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄŒÅÓÔÉ ÉÔÏÇÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂ- ÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.9. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f = (f_1; : : :; f_n) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U Œ R^n. åÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p): R^m → R^n Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (@f_i=@x_j )(p).

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 17.7 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.10. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m É V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, f : U → V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U, É g : V → R | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ŒÓÀÄÕ ÎÁ V . åÓÌÉ f(x_1; : : :; x_m) = (u_1(x_1; : : :; x_m); : : :; u_n(x_1; : : :; x_m)), ÔÏ @g @x_i = n∑ j=1 @g @u_j

@u_j @x_i :

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ g | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ Œ R, Á Œ R^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÎÉËÁËÉÈ ÎÏŒÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÎÅ ÄÁÅÔ.

éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÎÁ- ÒÑÄÕ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓ- ÓÁ C^r. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

åÓÌÉ E É F | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ- ËÅ U, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : U → Hom(E; F ), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p → Df(p) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Hom(E; F ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ E Œ F , Ô. Å. ÏÐÑÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Df.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.11. ðÕÓÔØ E É F | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ U. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^1, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : E → Hom(E; F ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ; ÇÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r, ÇÄÅ r ⩾ 2 | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : E → Hom(E; F ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^{r−1}; ÇÏŒÏ- ÒÑÔ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^∞, ÅÓÌÉ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ r ∈ N. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^r (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÌÁÄËÉÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.12. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f = (f_1; : : :; f_n) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U Œ R^n. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ @f_i=@x_j ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U.

éÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ĂôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ: ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ Hom(R^m; R^n) Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ m × n-ÍÁÔÒÉÃ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p → Df(p) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ p Œ ÍÁÔÒÉÃÕ ((@f_i=@x_j )(p)), É ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ @f_i=@x_j ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

ĂôÏÇÄÁĄ: ÐÕÓÔØ ŒÓÅ @f_i=@x_j ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, É ÐÕÓÔØ p ∈ U. äÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ p. ðÕÓÔØ A: R^m → R^n | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ a_{ij} = (@f_i=@x_j )(p). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 17.9, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f Œ ÔÏÞËÅ p, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ, ÏÂÑÚÁÎÁ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ ÏÂÏÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÁËÓÉ- ÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ, ÒÁÓÛÉÆÒÏŒÙŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

|f_i(p + h) − f_i(p) − m∑ j=1 (@f_i=@x_j)(p)h_j | = o(‖h‖)

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i (Œ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ h = (h_1; : : :; h_m)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ: ìÅÍÍÁ 17.13. ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ @f=@x_j. åÓÌÉ ´ ⊂ U | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ É p ∈ ´, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ h ∈ R^m ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ p + h ∈ ´, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ß_1; : : :; ß_m ∈ ´, ÞÔÏ

f(p + h) − f(p) = m∑ j=1 (@f=@x_j)(ß_j)h_j :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ p = (p_1; : : :; p_m), h = (h_1; : : :; h_m), É ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(p + h) − f(p) ÔÁË:

f(p + h) − f(p) = (f(p_1 + h_1; p_2 + h_2; : : :; p_m + h_m) − f(p_1; p_2 + h_2; : : :; p_m + h_m))+ (f(p_1; p_2 + h_2; : : :; p_m + h_m) − f(p_1; p_2; p_3 + h_3 : : : ; p_m + h_m))+ · · · + (f(p_1; : : :; p_{m−1}; p_m + h_m) − f(p_1; : : :; p_{m−1}; p_m)):

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ j-ÁÑ ÓËÏÂËÁ ÒÁŒÎÁ

(@f=@x_j)(p_1 + h_1; : : :; p_{j−1} + h_{j−1}; ¸_j; p_{j+1}; : : :; p_n) · h_j ;

ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ¸_j ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ p_j É p_j + h_j . ðÏÌÁÇÁÑ

ß_j = (p_1 + h_1; : : :; p_{j−1} + h_{j−1}; ¸_j; p_{j+1}; : : :; p_n);

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f_i. ðÕÓÔØ ´ ⊂ U | ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ p. åÓÌÉ h ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ p + h ∈ ´, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f_i, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ | |fi(p + h) − fi(p) − m∑ j=1 (@f_i=@x_j )(p)h_j | | ⩽ (^m∑ j=1 |(@f_i=@x_j )(ß_j ) − (@f_i=@x_j )(p)| ) · |h_j |: (17.2)

ðÏÌÏÖÉÍ M(”) = sup_{‖q−p‖⩽”} 1⩽j⩽m |(@f_i=@x_j)(q) − (@f_i=@x_j)(p)|:

éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (17.2) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

|f_i(p + h) − f_i(p) − m∑ j=1 (@f_i=@x_j )(p)h_j| ⩽ nM(”) · ‖h‖ (17.3)

ÐÒÉ ‖h‖ ⩽ ”; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ p ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{”→0} M(”) = 0. úÎÁÞÉÔ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (17.3) ÅÓÔØ o(‖h‖), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.