ìÅËÃÉÑ 18. œÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ.

ðÕÓÔØ f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÇÄÅ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ U ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^n Œ R, ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ (e_1; : : :; e_n) | ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^n, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p), ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e_i Œ (@f=@x_i)(p). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ R^n Œ R ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Df | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U Œ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p → ( @f

@x_1

(p); : : :; @f @x_1 (p) ) : ðÏÓËÏÌØËÕ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏ. åÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÄŒÕÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (b_{ij} ), ÇÄÅ

b_{ij} = @ @x_j

( @f

@x_i ) (p). (œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 17.12 ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

ËÌÁÓÓÕ C^2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ĂŒÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅĄ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U.) œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÎÁÓ ÏÖÉÄÁÅÔ ÐÒÉÑÔÎÙÊ ÓÀÒÐÒÉÚ: ÍÁÔÒÉÃÁ (b_{ij}) ŒÓÅÇÄÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ!

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18.1. ðÕÓÔØ f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2, ÇÄÅ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ [1; n] ÎÁ U

ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ @ @x_j

( @f

@x_i ) = @ @x_i

( @f

@x_j ) . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅ x_i É x_j , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ R^2 É f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ (ÍÙ ÉÈ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x É y). þÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ x (ÓÏÏÔŒ. ÐÏ y) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f_x (ÓÏÏÔŒ. f_y ) | ÔÁË ÞÁÓÔÏ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÀÔ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (f_x)_y = (f_y )_x ÎÁÍ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ËŒÁ- ÄÒÁÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕÓÑ Œ U, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÚÌÉÞÁÌÉÓØ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ U, ÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, ÒÁÚÎÏÓÔØ (f_x)_y −(f_y )_x ÂÙÌÁ ÂÙ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ (f_x)_y É (f_y)_x ÐÏ ÜÔÏÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ´ = [a; a + h] × [b; b + h] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ U. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ´ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ (f_x)_y É (f_y )_x ÒÁŒÎÙ f(a + h; b + h) − f(a + h; b) − f(a; b + h) + f(a; b). œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ (f_x)_y : ∫ � (f_x)_y dxdy = a+h∫ a (^{b+h}∫ b (f_x)_y dy ) dx = a+h∫ a (f_x(x; b + h) − f_x(x; b)) dx

= a+h∫ a f_x(x; b + h) dx − a+h∫ a f_x(x; b) dx

= (f(a + h; b + h) − f(a; b + h)) − (f(a + h; b) − f(a; b)) = f(a + h; a + h) − f(a + h; a) − f(a; a + h) + f(a; b):

åÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ (f_y )_x, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ dx, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ dy, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ŒÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊ- ÌÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÁÖÅ, ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÔÁË ÖÅ. ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n (ĂÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈĄ). íÕÌØ- ÔÉÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ff = (ff_1; ff_2; : : :; ff_n) | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ |ff| = ff_1 + · · · + ff_n, ff! = ff_1! : : :ff_n!, É x^ff = x^{ff1}_1 : : : x^{ffn}_n ; ÅÓÌÉ ÅÝÅ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^{|ff|}, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ D^fff =

(_@

@x_1

)_{ff1}

: : :

(_@

@x_n

)_{ffn} f (ÉÎÙ- ÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ff_1 ÒÁÚ ÐÏ x_1, ff_2 ÒÁÚ ÐÏ x_2 É Ô. Ä.; ÅÓÌÉ ff ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ, ÔÏ D^fff = f). îÁÐÒÉÍÅÒ, ĂÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁĄ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË:

(x_1 + · · · + x_n)^m = ∑ |ff|=m m! ff! x^ff.

ôÅÏÒÅÍÁ 18.2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^r ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ a ∈ U ÉÍÅÅÍ

f(a + h) = ∑ |ff|⩽r D^fff(a) ff! h^ff + R(a; h);

ÇÄÅ |R(a; h)| ⩽ ’(a; h)‖h‖^r É lim_{h→0} ’(a; h) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Õ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ U, ÞÔÏ ’(a; h) ÓÔÒÅ- ÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ h → 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ a ∈ V .

(îÁ ÖÁÒÇÏÎÅ ÜÔÏ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË: R(a; h) = o(‖h‖^r), ÐÒÉÞÅÍ o ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ a.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ : U → R ÐÏÌÏÖÉÍ ! (”) = sup

‖x_1−x_2‖⩽”

‖(x_1) − (x_2)‖. åÓÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ,

ÔÏ lim_{”→0} ! (”) = 0.

ìÅÍÍÁ 18.3. ðÕÓÔØ f : (p; q) → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^r. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ (p; q) ÉÍÅÅÍ | | | f(a + h) − r∑ k=0 d^kf dx^k

(a)h^k | | | ⩽ !_f (r) (|h|)|h|^r

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ f_1(t) = f(a + t) −

∑_r k=0 d^k f dx^k (a)t

k. ôÏ- ÇÄÁ d^sf=dt^s(a) = 0 ÐÒÉ 0 ⩽ s ⩽ r; ÔÁË ËÁË f^{(r)}_1 (t) = f^{(r)}(a + t) − f^{(r)}(a), ÉÍÅÅÍ !_f (r) (”) = !_f (r)_1 (”).

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ r-ËÒÁÔÎÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f_1 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; h] ÆÏÒÍÕÌÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÏÌÕÞÉÍ

f_1(h) = f_1(h) − f_1(0) = hf^′_1(`_1h) = h · `_1hf^{′′}_1 (`_2`_1h) = : : : = = h^r`_1 : : :`_{r−1}f^{(r)}_1 (`_1 : : :`_r h);

ÇÄÅ 0 ¡ `_i ¡ 1. ðÏÓËÏÌØËÕ

|f^{(r)}_1 (`_1 : : : `_rh)| = |f^{(r)}_1 (`_1 : : :`_rh) − f^{(r)}_1 (0)| ⩽ !_f (r)_1 (|h|) = !_f (r) (|h|);

ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 18.4. d^lf(t)

dt^l = ∑ |ff|=l l! ff! h^ffD^fff(a + th):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 17.10 ÉÍÅÅÍ d dt f(a + th) = n∑ i=1 h_i @f @x_i

(a + th): (18.1)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ f(a + th) ÐÏ t ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ Ë f ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ h_1^@_{@x1} + : : : + h_n^@_{@xn} (Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ a + th Œ f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ h_i^@_{@xi} ËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (h_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÙÎÏ- ÓÑÔÓÑ ÚÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÙÅ, Á ÞÁÓÔÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 18.1), ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ r-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏ- ÄÏÂÎÙÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ ŒÏŒÅÄÅÎÉÉ Œ r-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. œŒÉÄÕ ĂÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙĄ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ

!(”) = Nl! · max_{|ff|=r} !_Dff_f (”);

ÇÄÅ N =

(_{r+n−1} n−1 ) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ r. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 18.3 Ë ÆÕÎËÃÉÉ t → f(a + th) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], ÐÏÌÕÞÉÍ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 18.4, ÞÔÏ | | | | f(a + h) − ∑ |ff|⩽r D^fff(a) ff! h^ff | | | | ⩽ !(|h|)‖h‖^r;

ÇÄÅ ‖h‖ = max |h_i|. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ Œ U; ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ D^fff ÐÒÉ |ff| ⩽ r ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ! ÔÏÌØËÏ ÎÁ V , ÔÏ lim_{”→0} !(”) = 0, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.