ìÅËÃÉÑ 20. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x É y ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f(x; y) = 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙÒÁÚÉÔØ y ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x? ôÏÞÎÅÅ, ÐÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^2, É ÐÕÓÔØ p = (a; b) | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ, ÞÔÏ f(a; b) = 0. ðÏ ÓÁÍÏÍ«Õ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÁÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÅÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

0 = f(x; y) ≈ f(p) + @f @x (p)(x − a) + @f @y (p)(y − b):

åÓÌÉ ÚÎÁË ÂÙ ŒÍÅÓÔÏ ≈ ÓÔÏÑÌÏ =, ÔÏ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ y ÞÅÒÅÚ x ÒÅ- ÛÉÌÓÑ ÂÙ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ: ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ (y − b), ÔÏ ÅÓÔØ @f @y (p), ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ y ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÔ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÔÁË ÖÅ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ÅÅ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ; ÅÓÌÉ @f @y (p) ≠ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ W ∋ a É V ∋ b, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ y ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x; y) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ x → y ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÁ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ f(x; y) = 0 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ x É y ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÁË ÞÉÓÌÁ, ÎÏ ËÁË ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^m É R^n ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÅÎÎÏ. ôÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ŒÌÅÞÅÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ x = (x_1; : : :; x_m) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ n ÞÉÓÅÌ y_1; : : :; y_n, ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÅÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ: ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ n ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ f = (’_1; : : :; ’_n) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) R^{m+n} Œ R^n, ÕÓÌÏŒÉÅ ÖÅ @f @y (p) ≠ 0 ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÑËÏÂÉÁÎÁ. œÏÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ U ⊂ R^{m+n} = R^m × R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → R^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁË

(x_1; : : :; x_m; y_1; : : :; y_n) → (’_1(x_1; : : :; x_m; y_1; : : :; y_n); : : :; ’_1(x_1; : : :; x_m; y_1; : : :; y_n)):

ðÕÓÔØ a = (a_1; : : :; a_m) ∈ R^m, b = (b_1; : : :; b_n) ∈ R^n É (a; b) ∈ U, ÐÒÉÞÅÍ f(a; b) = (0; : : :; 0) ∈ R^n. åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | | | | | |

@’_1 @y_1

(p) : : :

@’_1 @y_n (p) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : @’_n @y_1

(p) : : :

@’_n @y_n (p)

| | | | | | (20.1)

ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ R^m, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ (a_1; : : :; a_m), É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R^n, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ (b_1; : : :; b_n), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x = (x_1; : : :; x_m) ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ y = (y_1; : : :; y_n) ∈ V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ f(x; y) = (0; : : :; 0) ∈ R^n. îÁËÏÎÅÃ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : W → V ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÅ x ∈ W ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ y ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x; y) = (0; : : :; 0), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r, ËÁË É ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : R^{m+n} → R^{m+n}, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ËÒÁÔ- ËÏÓÔÉ ÐÉÛÅÍ x ŒÍÅÓÔÏ (x_1; : : :; x_m) É y ŒÍÅÓÔÏ (y_1; : : :; y_n):

~f : (x; y) → (x_1; : : :; x_m; ’_1(x; y); : : :; ’_n(x; y)) = (x; f(x; y)):

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U, Á ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ Œ ÔÏÞËÅ (a; b) ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (20.1) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕ- ÌÑ, ÔÁË ÞÔÏ ~f^′(a; b) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ∋ (a; b), ÞÔÏ ~f ÉÎÄÕÃÉ- ÒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ U_1 ÎÁ ~f(U_1). õÍÅÎØÛÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U = O × V , ÇÄÅ O ⊂ R^m | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a É V ⊂ R^n | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, f(U) ⊃ W × {(0; : : :; 0)}, ÇÄÅ W ⊂ R^m | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ W É V ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(x; y) = (0; : : :; 0) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~f(x; y) = (x; 0; : : :; 0). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ U, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄ- ÎÏÇÏ y ∈ V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f(x; y) = (0; : : :; 0). ðÏÓËÏÌØËÕ f(U) ÓÏÄÅÒÖÉÔ W × {(0; : : :; 0)}, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ y ∈ V , ÞÔÏ f(x; y) = (0; : : :; 0), ÐÒÉÞÅÍ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÜÔÏÔ y ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : W → V , Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ.

þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ- ÒÅÚ i: W → R^{m+n} ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → (x; (0; : : :; 0)),

Á ÞÅÒÅÚ p: U → V | ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ g = p ∘ h ∘ i, ÇÄÅ h: ~f (U) → U | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÏÂÒÁÔ- ÎÙÊ Ë ~f; É ÐÏÓËÏÌØËÕ p É i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉ, ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n, óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÌÅËÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ r (ÌÉÂÏ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ ÓÉÍŒÏÌ ∞), É ÂÕÄÅÍ ÐÏÄ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍĄ ÉÌÉ ĂÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ËÌÁÓÓÁ C^r.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.2. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É k ⩽ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙ: (1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: U → V , ÇÄÅ V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ’(X ∩ U) = {(y_1; : : :; y_n) ∈ V | y_{k+1} = · · · = y_n = 0 }:

(2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n É ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : :; f_{n−k} : U → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

{ X ∩ U = { p ∈ X | f_1(p) = · · · = f_{n−k} (p) = 0 }.

{ æÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ f^′_1(x); : : :; f^′_{n−k} (x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X ∩ U.

(3) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ R^k É ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : W → R^n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ (W ) = X ∩ U É ^′(x) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U.

äÏÓÌÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ R^n ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n.

(1) ⇒ (2). õÓÌÏŒÉÅ (2), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (1), ÐÁÒÁ (U; X ∩ U) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÁÒÅ (V; H ∩ V ), ÇÄÅ H ⊂ R^n | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÐÁ- ÒÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÓÌŒÉÀ (2) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f_i).

(2) ⇒ (3). ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ

@f_1 @x_1 (x) : : :

@f_1 @x_n (x)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

@f_{n−k} @x_1 (x) : : :

@f_{n−k} @x_n (x)

ÒÁŒÅÎ n − k, ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÅ (n − k) × (n − k)-ÍÉÎÏÒÏŒ (ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝ- ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÅÒŒÙÍÉ n − k ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ) ÏÔ- ÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÕÓÔØ x = (a_1; : : :; a_n) ∈ X. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 20.1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W ⊂ R^k É V ⊂ R^{n−k} É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: W → V , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: W ∋ (a_{n−k+1}; : : :; a_n), V ∋ (a_1; : : :; a_{n−k}), V × W ⊂ U, É, ÎÁËÏÎÅÃ (w; v) ∈ (W × V ) ∩ X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w = ’(v). ôÅÐÅÒØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ w → (w; ’(w)) ÉÚ W Œ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ (ÐÒÉÞÅÍ Œ ÒÏÌÉ U ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (3) ŒÙÓÔÕÐÁÅÔ V × W ).

(3) ⇒ (1). ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : W → R^n ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x_1; : : :; x_k) → (_1(x_1; : : :; x_k); : : :; _n(x_1; : : :; x_k)):

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ k × k-ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ ( @_i=@x_j ) (x) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÅ w = ^{−1}(x) (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É Œ ÅÅ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ). þÔÏÂÙ ÎÅ ÕÔÑÖÅÌÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉ- ÎÏÒ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÐÅÒŒÙÍÉ k ÓÔÒÏËÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯: W × R^{n−k} → R^n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(x_1; : : :; x_k; x_{k+1}; : : :; x_n) → (_1(x_1; : : :; x_k); : : :; _k(x_1; : : :; x_k);

_{k+1}(x_1; : : :; x_k) + x_{k+1}; : : :; _n(x_1; : : :; x_k) + x_n):

åÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ Œ ÔÏÞËÅ (w; 0; : : :; 0 n−k ) ÒÁŒÅÎ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ k × k-ÍÉÎÏÒÕ

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ∋ w; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

¯({(x_1; : : :; x_n) ∈ W | x_{k+1} = · · · = x_n = 0}) = ¯(V ) ∩ X:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.3. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÅÅ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (1){(3), ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÉ 20.2, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ) k-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^n (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ).

ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ŒÓč ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ R^n: ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ É ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÄÒÕÇÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÔØ, É Ô. Ð. ôÅÏÒÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ (ÐÏ ÔÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Œ R^n), ÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁÄÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.4. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | ŒÌÏÖÅÎÎÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ ~U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ~’: ~U → ~V | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~V ⊂ R^n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ~’(X ∩ ~U) = V , ÇÄÅ

V = {(y_1; : : :; y_n) ∈ ~V | y_{k+1} = · · · = y_n = 0 }

(ËÁË Œ ÐÕÎËÔÅ (1) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 20.2). ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U = ~U ∩X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ’ = ~’|_U : U → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.5. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ ’: U → V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

óÍÙÓÌ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÚÁÄÁÔØ ĂÇÌÏÂÁÌØÎÕÀĄ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ U = X) ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.6. ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ ’_1 : U_1 → V_1 É ’_2 : U_2 → V_2 | ÄŒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ. åÓÌÉ U_1 ∩ U_2 ≠ ∅, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’_{12} : ’_1(U_1 ∩ U_2) → ’_2(U_1 ∩ U_2);

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → ’_2(’^{−1}_1 (x)), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ~U_1, ~U_2, ~V_1, ~V_2, ~’_1 É ~’_2 ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 20.4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~’_1 : ~U_1 → ~V_1 É ~’_2 : ~U_2 → ~V_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n, ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ~’_{12} : ~’_1( ~U_1 ∩ ~U_2) → ~’_2( ~U_1 ∩ ~U_2);

ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x → ~’_2( ~’^{−1}(x)), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ËÁË É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ~’_{21}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÅ Ó R^k ⊂ R^n Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó R^k ⊂ R^n, ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÉ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.7. ðÕÓÔØ X É Y | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

(1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U ∋ x É U^′ ∋ f(x) É ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ ’: U → V É ’^′ : U^′ → V^′, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g = ’^′∘f|_{U ∩f} −1_{(U} ′_)∘’^{−1}|_{’(U ∩f} −1_{(U} ′_{))} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ (ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ):

X^f � Y

U � � � � � � ’ � U ∩ f^{−1}(U^′) � � � � � �

� U^′ � �

’^′ � V ’(f^{−1}(U^′)) � � �^g � V ′

(2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÌÀÂÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U ∋ x É U^′ ∋ f(x) Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ’: U → V É ’^′ : U^′ → V^′ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^′ ∘ f|_{U ∩f} −1_{(V )} ∘ ’^{−1}|_{’(U ∩f} −1_{(V ))} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Y = R, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÌÁÄËÁ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.6).

åÓÌÉ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÒÁÎÇÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X. éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ x É U^′ ∋ f(x) Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ’: U → V

É ’^′ : U^′ → V^′; ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÒÁÎÇÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ’^′ ∘ f ∘ ’^{−1} (Œ ÔÏÞËÅ ’(x)), ÐÒÉÞÅÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÁÎÇ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ: ÐÒÉ ÄÒËÇÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’^′ ∘ f ∘ ’^{−1} ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, Á ÔÁËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ ÒÁÎÇ ÐÏŒÌÉÑÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ x ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÁËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ; ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÅÀ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ. ôÏÇÄÁ ÖÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ É ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÄŒÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : X → Y ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏ.