ìÅËÃÉÑ 21. ôÅÏÒÅÍÁ áÒÃÅÌ«Á{áÓËÏÌÉ É ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ R^m ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ ‘_a ⊂ R^m, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ (É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ‘_a ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ | ÉÌÉ, ÅÝÅ ÌÕÞÛÅ, ÇÌÁÄËÏ | ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ a, ÞÔÏ ÂÙ ÜÔÏ ÎÉ ÚÎÁÞÉÌÏ). (ôÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ R^m.) óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ C ⊂ R^m, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ C ÐÒÑÍÁÑ ‘_a ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ C Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ? (ôÁËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÒÑÍÙÈ.) ïÄÉÎ ÉÚ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ó ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

þÔÏÂÙ ÎÅ ÏÔËÌÏÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÏÌÏÖÉÍ m = n + 1. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ | Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÁÌÅÅ, ÕÖ ÅÓÌÉ ‘_a ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ a ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏ), ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (t; x_1; : : : ; x_n) Œ R^{n+1} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÓÁÍÁ ÐÒÑÍÁÑ ‘_a, ÎÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÌÉÚËÉÍ Ë a ÔÏÞËÁÍ, ÎÅ ÂÙÌÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ {t = 0}. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ‘_b, ÇÄÅ ÔÏÞËÁ b = (t_0; b_1; : : : ; b_m) ÂÌÉÚËÁ Ë a, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ x_i − b_i = v_i · (t − t_0) ÄÌÑ 1 ⩽ i ⩽ n. çÌÁÄËÏÓÔØ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ) ÚÁŒÉÓÉÍÏ- ÓÔÉ ‘_x ÏÔ x ÔÏÇÄÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ v_i ÇÌÁÄËÏ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ) ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ t É b_1; : : : ; b_m. äÁÌÅÅ, ŒÓÑËÕÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (t_0 −”; t_0 +”) → R^n, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÍÉ v_i. ðÅÒÅŒÅÄÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÛÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ ÑÚÙË ÆÏÒÍÕÌ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 21.1. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ É f_1; : : : ; f_n : I ×U → R | ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÏÇÄÁ:

(1) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ (t_0; x_0) ∈ I × U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0 É ÇÌÁÄËÏÅ (ËÌÁÓÓÁ C^1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ = (’_1; : : : ; ’_n): (t_0 − ”; t_0 + ”) → U, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’(t_0) = x_0

’^′_1(t) = f_1(t; ’_1(t); : : : ; ’_n(t));

: : :

’^′_n(t) = f_n(t; ’_1(t); : : : ; ’_n(t))

(21.1)

ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ (t_0 − ”; t_0 + ”);

(2) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ v_i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^1, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÕÎËÔÅ (1), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ.

óÉÓÔÅÍÁ ŒÉÄÁ (21.1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (ÉÌÉ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ | ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ), Á ÕÓÌÏŒÉÅ ’(t_0) = x_0 | ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ v = (v_1; : : : ; v_n), ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÕ (21.1) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ’^′(t) = v(t; ’(t)).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1 ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ.

éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ (X; æ) | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R Ó ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C(X; V ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : X → V ; ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ æ(f_1; f_2) = sup_{x∈X} ‖f_1(x)−f_2(x)‖ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(X; V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÔÅÒ- ÍÉÎ: ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 21.2 (ôÅÏÒÅÍÁ áÒÃÅÌ«Á{áÓËÏÌÉ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ C(X; V ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

(1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ M ¿ 0, ÞÔÏ ‖f(x)‖ ⩽ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ S É x ∈ X (ĂÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØĄ);

(2) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ f ∈ S ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖f(x_1) − f(x_2)‖ ⩽ ”, ËÁË ÔÏÌØËÏ æ(x_1; x_2) ⩽ ffi (ĂÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØĄ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∈ C(X; V ) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ; ÓÍÙÓÌ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ffi ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x_1 É x_2, ÎÏ É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ f ∈ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ ĂÔÏÇÄÁĄ. éÔÁË, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ S ⊂ C(X; V ) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÏ É ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ; ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n ∈ S} ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ìÅÍÍÁ 21.3. õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ.

ðÕÓÔØ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, É ÐÕÓÔØ {g_m} | ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_m}, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ g(x) = lim_{n→∞} g_m(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g (ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏ- ÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ‖f(x_1) − f(x_2)‖ ⩽ ”, ËÁË ÔÏÌØ- ËÏ f ∈ S É æ(x_1; x_2) ⩽ ffi. åÓÌÉ æ(x_1; x_2) ⩽ ffi, ÔÏ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Œ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÅ ‖g_m(x_1) − g_m(x_2)‖ ⩽ ” Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ m → ∞, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ‖g(x_1) − g(x_2) ⩽ ”‖. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÉ g, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ S ∪ {g}.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {g_m} ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë g ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0, ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {n_k } ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x_k ∈ x Ó ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ‖g_{nk} (x_k) − g(x_k)‖ ⩾ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ k. ðÏÓËÏÌØËÕ X | ËÏÍÐÁËÔ, ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_k} ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. íÅÎÑÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ {g_n}, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ lim x_k = x É ‖g_k(x_k)−g(x_k)‖ ⩾ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ k. œŒÉÄÕ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅÈ g_n É g, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ æ(x^′; x^{′′}) ¡ ffi ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ‖g_k(x^′) − g_k(x^{′′})‖ ¡ ”=3 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k É ‖g(x^′) − g(x^{′′})‖ ¡ ”=3. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ æ(x_k; x) ¡ ffi, É ‖g_k(x) − g(x)‖ ¡ ”=3, ÔÏ ÅÝÅ É ‖g_k(x_k) − g_k(x)‖ ¡ ”=3, É ‖g(x) − g(x_k)‖ ¡ ”=3, ÏÔËÕÄÁ

‖g_k(x_k)−g(x_k)‖ ⩽ ‖g_k(x_k)−g_k(x)‖+‖g_k(x)−g(x)‖+‖g(x)−g(x_k)‖ ¡ 3·”=3 = ”;

É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 21.3. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÉÈÏÎÏŒÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 7.3). éÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ M É Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ B ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ x∈X B (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜËÚÅÍ- ÐÌÑÒÕ ÛÁÒÁ B ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X); ÅÓÌÉ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÁËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞ- ÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ B ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ x∈X B ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÐÏ ÔÅÏ- ÒÅÍÅ ôÉÈÏÎÏŒÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙ-

ÂÒÁÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ, É ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ S, Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ).

þÔÏÂÙ ÎÅ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 21.3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y Œ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ —Y = X.

ìÅÍÍÁ 21.4. œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 21.4. ëÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C (ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÏÅ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ) ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C^′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÒÏÉÞ- ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, Œ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ÃÉÆÒÁ 1. åÓÌÉ X | ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f : C → X | ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.6 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(C^′) ÐÌÏÔÎÏ Œ X.

éÔÁË, X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z.

ìÅÍÍÁ 21.5. õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 21.5. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z: z_1; z_2; : : :. ðÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ M Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ËÏÍÐÁËÔÅÎ, Õ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n} ÅÓÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞËÅ z_1; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_{11}; f_{12}; : : : ; f_{1n}; : : :}. äÁÌÅÅ, Õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_{1n}}_{n∈N} ÅÓÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞËÅ z_2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ¿ 1 ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ {f_{kn}}_{n∈Z}, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Œ ÔÏÞËÅ z_k É ÑŒÌÑÀÝÕ- ÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_{k−1;n}}_{n∈Z}. ïÓÔÁ- ÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_{nn}}_{n∈Z} ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÅÓÔÁ) ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ {f_{km}}_{m∈Z}É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË z_k.

úÁŒÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 21.3. ðÏ ÌÅÍÍÅ 21.5 Õ {f_n} ÅÓÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {g_k}, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ x ∈ X; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {g_n(x)} ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ” ¿ 0; Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ‖f(x^′) − f(x^{′′})‖ ¡ ”=3, ËÁË ÔÏÌØËÏ f ∈ S, Á æ(x^′; x^{′′}) ¡ ffi. ôÁË ËÁË Z ÐÌÏÔÎÏ Œ X, ÎÁÊÄÅÔÓÑ z ∈ Z, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÇÏ æ(x; z) ¡ ffi; ÔÁË ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n(z)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ‖f_m(z) − f_n (z)‖ ¡ ”=3, ËÁË ÔÏÌØËÏ m; n ⩾ N. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ m; n ⩾ N ÉÍÅÅÍ

‖f_m(x)−f_n(x)‖ ⩽ ‖f_m(x)−f_m(z)‖+‖f_m(z)−f_n(z)‖+‖f_n(x)−f_n(z)‖ ¡ 3·”=3 = ”:

úÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n(x)} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏ- ËÁÚÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ áÒÃÅÌ«Á{áÓËÏÌÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ V ÚÁÍÅÎÅ- ÎÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ËÁËÏÊ ŒÉÄ ÐÒÉ- ÍÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ?).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ffi ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [t_0; t) (ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉ- ÎÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ) ÏÔÒÅÚÏË J ⊂ I, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ t_0, É ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B_r ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x_0 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L^∞-ÎÏÒÍÙ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ U. ðÕÓÔØ t ¿ t_0, É ÐÕÓÔØ t_0 = ø_0 ¡ ø_1 ¡ : : : ¡ ø_n = t | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [t_0; ø]. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ ÌÏÍÁÎÏÊ üÊÌÅÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ (ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [t_0; t] → U, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ f(ø_0) = x_0 É f(ø) = f(ø_i) + (ø − ø_i)v(ø_i; f(ø_i)), ËÁË ÔÏÌØËÏ ø ∈ [ø_i; ø_{i+1}].

ìÅÍÍÁ 21.6. ðÕÓÔØ M = sup_{t∈Jx∈Br} ‖v(t; x)‖. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ 0 ¡ t − t_0 ¡ r=M

(É [t_0; t] ⊂ J) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ [t_0; t] ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ B_r. åÓÌÉ f : [t_0; t] → U | ÔÁËÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, ÔÏ ‖f(u^′) − f(u^{′′})‖ ⩽ M|u^′ − u^{′′}| ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u^′; u^{′′} ∈ [t_0; t].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ìÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÎÁÞÉ- ÎÁÑ Ó ø_0; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ B_r | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, | ÞÔÏ ŒÓÅ f(ø_i) = f(ø_{i−1}) + v(ø_i; f(ø_0)) ÌÅÖÁÔ Œ B_r. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

‖f(ø_i) − f(x_0)‖ = ‖f(ø_i) − f(ø_0)‖ ⩽ ∑ ‖f(ø_j ) − f(ø_{j−i})‖ = = ∑ |ø_j − ø_{j−1}| · ‖v(ø_{j−1}; f(ø_{j−1}))‖ ⩽ M ∑ |ø_j − ø_{j−1}| ⩽ M(t − t_0) ¡ r:

œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ u^′ É u^{′′} ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ; Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u^{′′} ¡ u_1 ¡ : : : ¡ u_m ¡ u^{′′}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÑËÉÅ ÄŒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ ÌÅ- ÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ; ÉÚ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÐÁÒÙ (u^′; u^{′′}).

ìÅÍÍÁ 21.7. ðÕÓÔØ 0 ¡ t − t_0 ¡ r=M É [t_0; t] ⊂ J. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ f : [t_0; t] → r=M, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ‖f^′(ø) − v(ø; f(ø))‖ ⩽ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ ø, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ø ∈ (ø_j; ø_{j+1}), ÔÏ

f^′(ø) − v(ø; f(ø)) = v(ø_j; f(ø_j )) − v(ø; f(ø));

ÐÒÉÞÅÍ ‖f(ø_j ) − f(ø)‖ = |ø − ø_j | · ‖v(ø_j; f(ø_j ))‖ ⩽ M|ø − ø_j |. œŒÉÄÕ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉÚŒÅÄÅÎÉÑ J ×B_r ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÐÒÉ |ø^′ −ø^{′′}| ¡ ffi É ‖u^′ − u^{′′}‖ ¡ Mffi ÉÍÅÅÍ ‖v(ø^′; u^′) − v(ø^{′′}; u^{′′})‖ ¡ ”. œÓÑËÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊ- ÌÅÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ [t_0; t] ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÏÊ ¡ ffi, ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ.

œÓÑËÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ üÊÌÅÒÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ”-ÌÏÍÁÎÏÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ S ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ 1-ÌÏÍÁÎÙÈ f : [t_0; t] → B_r. éÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 21.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ C(X; R^n), Á ÅÇÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ðÕÓÔØ ”_n → 0 É f_n | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ”_n-ÌÏÍÁÎÁÑ. éÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n} ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ; ÐÅÒÅ- ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f_n : [t_0; t] → B_r, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : [t_0; t] → R^n, ÐÒÉÞÅÍ f_n ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ”_n-ÌÏÍÁÎÏÊ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n É ”_n → 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f | ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(u) = f(t_0) +

∫_u

t_0 v(ø; f(ø))dø. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ‖ ‖f_n(u) − x_0 −

∫_u

t_0

v(ø; f_n(ø))dø ‖ ‖ = ‖ ‖ ∫_u

t_0

f^′_n(u) − v(ø; f_n(ø))dø ‖ ‖ ⩽ ”_n(u−t_0);

õÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÞÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1. ðÕÓÔØ B ⊂ U | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Œ R^n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ x_0. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ

ÒÅÛÅÎÉÑ ’_1; ’_2 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ’(t_0) = x_0 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ J = [t_0; t], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’_i(J) ⊂ B (ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ).

ôÁË ËÁË v ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C^1, ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÅ ÅÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ŒÙÐÕËÌÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ J × B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ K ¿ 0, ÞÔÏ ‖v(ø; x_1) − v(ø; x_2)‖ ⩽ K‖x_1 − x_2‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ø ∈ I É x_1; x_2 ∈ B (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÅÄÌÁÇÁŒÛÅÊÓÑ ŒÁÍ ÎÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ). ðÏÌÏÖÉÍ ’(t) = ’_1(t) − ’_2(t). éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ’_i(u) = x_0 +

∫_u

t_0 v(ø; Œi(ø))dø ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ‖’^′(ø)‖ = |‖v(ø; ’_1(ø)) − v(ø; ’_2(ø))‖ ⩽ K‖’_1(ø) − ’_2(ø)‖ = K‖’(ø)‖: (21.2)

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u ÓÁÍÕÀ ÌÅŒÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÔÒÅÚËÁ [t_0; t], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |’(u)‖ ⩾ ”. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (21.2) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

” = ‖’(u)‖ ⩽

∫_u

t_0

‖’^′(ø)‖dø ⩽ K”(u − t_0);

ÏÔËÕÄÁ |u−t_0| ⩾ 1=K. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔ ” ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ t_0 ⩽ ø ¡ t_0 + 1=K ŒÅËÔÏÒ ’(ø) ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÏÔËÕÄÁ É ’(u) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ’ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ.

åÓÌÉ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ- ÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕÛÁÔØÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ (ÐÒÉ n = 1) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x^′ = 2 √ |x| (ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔ t ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ), ÔÏ ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (t = t_0; x = 0) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ x(t) = sign(t − t_0) · (t − t_0)^2, ÔÁË É ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ.