ìÅËÃÉÑ 22. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 22.1 (Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). ðÕÓÔØ g : U → V = g(U) | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ËÌÁÓÓÁ C^1) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n É f : V → R | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ∫ V f d¯_n = ∫ U (f ∘ g)|J(g)| d¯_n; (22.1)

ÇÄÅ J(g) | ÑËÏÂÉÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ g, Á ¯_n | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ Œ R^n.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ, ÎÁÞÎÅÍ Ó ÍÁÌÏÇÏ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ- ÐÉÐÅÄÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I_1 ×: : :×I_n ⊂ R_n, ÇÄÅ I_1; : : :; I_n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ Œ R (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÎÅ ŒËÌÀÞÅÎ- ÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ¯_n(˝) = ¯_1(I_1) : : :¯_1(I_n): ÍÅÒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÏÂSSÅÍÕ. ðÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÕÂÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.2 (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ A: R^n → R^n | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ É E ⊂ R^n | ÉÚÍÅÒÉ- ÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ A(E) ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ¯_n(A(E)) = | det A|¯_n(E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ìÅÍÍÁ 22.3. œÓÑËÏÅ ÏÔÅËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ R^n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ) ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÕÂÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÏÄ ËÕÂÏÍ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉ- ÍÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (ÒÁŒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ) ŒÉÄÁ [a_i; b_i).

óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ É Ó ÃÅ- ÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÏÔÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ U. úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2 É ÐÏÌÕÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÏÔÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÖÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ U; ÚÁÔÅÍ ÏÔÂÅÒÅÍ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2^2 É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎ ŒÉÄÁ m=2^2, ÇÄÅ m ∈ Z, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÅÓÑ Œ ÒÁÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ Œ U, É Ô. Ä. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÕÂÏŒ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ V É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ U = V . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x ∈ U \V , ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ

U ÔÏÞËÁ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ËÕÂÅ Q Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2^k É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ- ÍÉ ŒÅÒÛÉÎ ŒÉÄÁ m=2^k, ÎÅ ŒËÌÀÞÅÎÎÏÍ Œ V ; ŒÙÂÉÒÁÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÕÂ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ìÅÍÍÁ 22.4. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A: R^n → R^n ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÔÏ ¯(A(˝)) = c¯(˝) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ- ÐÅÄÁ ˝, ÔÏ ¯(A(E)) = c¯(E) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÌÅÍÍÙ 22.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(A(U)) = c¯(U) ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ —¯ ŒÎÅÛÎÀÀ ÍÅÒÕ, ÔÏ —¯(A(X)) = c—¯(X) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ A | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 16.14 ÔÅÐÅÒØ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ; ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÄÏËÁÚÁÎ- ÎÏÅ ŒÙÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ŒÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ŒÅÒ- ÎÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A; B : R^n → R^n, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. œÓÐÏÍÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ŒÉÄÏŒ:

(1) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ;

(2) ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ;

(3) ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ

1 c 0 : : : : : : 0 0 1 0 : : : : : : 0 0 0 1 0 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : 1 :

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÌÅÍÍÕ 22.4, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ (1), (2) ÉÌÉ (3) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ E = ˝ | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ.

äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÉÐÁ (1) É (2), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. œ ÓÌÕÞÁÅ (3) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓ- ÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ T_b : R → R ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÁ b ∈ R, ÔÏ ÐÏ

ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ ÉÍÅÅÍ

¯_n(A˝) = ∫ R^{n−2} d¯_{n−2}(a) ∫ R^2

¯_2({a} × R^2 ∩ A(˝)) = = ∫ R^{n−2} d¯_{n−2}(a) ∫ I_2

d¯_2(y)¯_1(T_{c1y} (I_1) = ∫ R^{n−2} d¯_{n−2}(a) ∫ I_2

d¯_2(y)¯_1(I_1) = ¯_n(˝):

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ (3) ÉÍÅÅÍ det A = 1, ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ËÌÀÞÅŒÏÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5. ðÕÓÔØ g : U → V = g(U) | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ËÌÁÓÓÁ C^1) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n É Q ⊂ U | ËÕÂ. ôÏÇÄÁ ¯_n(g(Q)) = ∫ Q | det g^′(x)|d¯_n(x).

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÁ. éÍÅÎÎÏ, ÒÁ- ÚÏÂØÅÍ ËÕÂ Q ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÕÂÉËÏŒ Q_i É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÔÏÞËÅ ¸_i. ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g ÎÁ Q_i ÂÌÉÚËÏ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ h^′(¸_i), ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

¯_n(g(Q)) = ∑ ¯_n(g(Q_i)) ≈ ∑ | det h^′(¸_i)|¯_n(Q_i) ≈ ∫ Q | det g^′(x)|d¯_n(x);

É ĂÑÓÎÏĄ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ Q_i ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÁËËÕÒÁÔÎÏÍÕ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ.

õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ Œ R^n ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ¯. äÁÌÅÅ, ÞÅÒÅÚ ‖ · ‖ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÎÏÒÍÕ Œ R^n (ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). îÏÒÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ.

óÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ —Q ⊂ U. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Q ⊂ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÕÂ, ÔÏ Int Q ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÕÂÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ U; ÉÚ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÂÏŒ É ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ Q. éÔÁË, ŒÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ —Q ⊂ U.

ìÅÍÍÁ 22.6. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ M ⊂ Q | ËÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ, ÍÅÎØÛÉÍ ffi, É Ó ÃÅÎÔÒÏÍ c, ÔÏ | | || det g^′(c)|¯(M) ¯(g(M)) − 1 | | ¡ ”:

œÙŒÏÄ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.5 ÉÚ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁ- ÚÏÂØÅÍ ËÕÂ Q ÎÁ n^k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÕÂÉËÏŒ M_i ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ; ÐÕÓÔØ c_i | ÃÅÎÔÒ ËÕÂÁ M_i. åÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÉÍÅÅÍ 1=k ¡ ffi, ÇÄÅ ffi | ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ, ÔÏ | |¯(g(Q)) − ∑ | det g^′(c_i)|¯(M_i) | | ⩽ ∑ | |¯(g(M_i)) − | det g^′(c_i)|¯(M_i) | | ⩽ ⩽ ∑ ”¯(M_i) = ”¯(Q):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

¯(g(Q)) = lim_{k→∞}

k^n∑

i=1 | det g^′(c_i)|¯(M_i);

Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ x → | det f^′(x)| ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁ ÎÁ Q, ÐÒÅÄÅÌ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ∫ Q | det f^′(x)|d¯(x) (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 22.6. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÁË- ËÕÒÁÔÎÏÓÔØ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÐÒÅÒÙŒÁÔØ ÎÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÞÎÅÍ ÅÝÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 22.7. ðÕÓÔØ g : U → V = g(U) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n, É ÐÕÓÔØ M | ËÕÂ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ c É ÒÅÂÒÏÍ a, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ —M ⊂ U; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ @M ÇÒÁÎÉÃÕ ËÕÂÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g(c) = c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖g(x) − x‖ ¡ ø, ÇÄÅ ø ¡ a=2. ôÏÇÄÁ M^′ ⊂ g(Int(M)) ⊂ g( —M) ⊂ M^{′′};

ÇÄÅ M^′ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ M^{′′}) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÕÂ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ c É ÒÅÂÒÏÍ c − 2ø (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ c + 2ø).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œËÌÀÞÅÎÉÅ g( —M) ⊂ M^{′′} ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ g(Int(M)) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ (ÔÁË ËÁË g | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ), g( —M) | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ŒŒÉ- ÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ) É g(@M) ∩ M^′ = ∅ (ÔÁË ËÁË ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ M^′ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

M^′ = (M^′ ∩g(Int(M)))⊔(M^′\g(Int(M))) = (M^′ ∩g(Int(M)))⊔(M^′ \g( —M));

ÐÒÉÞÅÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙ. ôÁË ËÁË M^′ ÓŒÑÚÎÏ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÕÓÔÏ, Á ÄÒÕÇÏÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó M^′; ÐÏÓËÏÌØËÕ c = g(c) ∈ g(Int(M)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ M^′ = M^′ ∩ g(Int(M)).

úÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 22.6. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ g ÇÌÁÄÏË ËÌÁÓÓÁ C^1, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A, ÞÔÏ ‖(f^′(x))^{−1}‖ ⩽ A ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ Q. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ 18.2 É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ Q ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ȷ : [0; ffi_0) → [0; +∞) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ffi_0 ¿ 0), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ lim_{t→0} ȷ(t) = 0 É ‖g(x + h) − g(x) − g^′(x)h‖ ⩽ ȷ(‖h‖)‖h‖, ËÁË ÔÏÌØËÏ x ∈ Q É ‖h‖ ⩽ ffi_0.

úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÏÍ ” ¿ 0, É ÐÕÓÔØ c ∈ Q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ~g : x → c + (f^′(c))^{−1}(f(x) − f(c)).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ g(c) = c, ~g^′(c) = Id É ‖~g(c + h) − c − h‖ ⩽ Aȷ(‖h‖)‖h‖, ËÁË ÔÏÌØËÏ ‖h‖ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(g(M))=(| detg^′(c)|¯(M)) = ¯(~g(M))=¯(M):

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi_1 ¿ 0, ÞÔÏ ÐÒÉ 0 ¡ ø=a ⩽ ffi_1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | | | ( a ± 2ø a )_n − 1 | | | ¡ ” (22.2)

ðÕÓÔØ c | ÃÅÎÔÒ ËÕÂÁ M Ó ÒÅÂÒÏÍ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ Q. åÓÌÉ ȷ(a √ n) ¡ ffi_1a=A, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 22.7 (Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ g = ~g É ø = ffi_1a) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ~g(M) ÚÁËÌÀÞÅÎ ÍÅÖÄÕ ËÕÂÁÍÉ Ó ÒÅÂÒÏÍ a(1+2ffi_1) É a(1−2ffi_1) É ÃÅÎÔÒÏÍ c. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (22.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(g(M))=(| detg^′(c)|¯(M)) = ¯(~g(M))=¯(M) ¡ ”:

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÅÍÍÁ 22.6 ÄÏËÁÚÁÎÁ, Á Ó ÎÅÊ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÕÖÅ ÐÒÏÓÔÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.8. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÄ Q ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 22.3 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔ- ÓÑ Ó ËÕÂÏŒ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑ- ËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ K ⊂ U ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÂÙŒÁÀÝÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ U (ÓÍ. ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÇ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 16.15), ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ŒÅÒÎÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Q ⊂ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. åÓÌÉ E ⊂ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 16.15 ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ K_1 ⊂ K_2 ⊂ : : : ⊂ K_n ⊂ : : : ⊂ E É ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_1 ⊃ U_2 ⊃ : : : ⊃ U_n ⊃ : : : ⊃ E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

¯(U_j \ K_j ) ⩽ 1=j ÐÒÉ ŒÓÅÈ j. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

lim_{j→∞} ¯(g(U_j \ K_j )) = lim_{j→∞} ∫ U_j \K_j

| det(g^′(x))|d¯(x) = 0;

ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ g(E) ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É

¯(g(E)) = lim ¯(g(U_j )) = lim ∫ U_j

| det(g^′(x))|d¯(x) = ∫ E | det(g^′(x))|d¯(x);

ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ E ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. œÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 22.1 ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉ- ÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ | É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.