ìÅËÃÉÑ 23. ôÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ

ðÕÓÔØ f : R^m → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÅÇÏ ÓÌÏÑÈ f^{−1}(y) ⊂ R^n ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ y ∈ R^n?

ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÏÔŒÅÔ ÐÒÏÓÔ É ÂÅÚÒÁÄÏÓÔÅÎ: ÐÏÍÉÍÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÌÏÉ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ R^m, ÎÉÞÅÇÏ ÓËÁ- ÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁËÁ ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕÏÍ ÎÕÌÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÔÕÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ⊂ R^n ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ C^∞-ÆÕÎËÃÉÑ ’: R^n → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ’(x) ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n É ’(x) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∈ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ËÏÌÏËÏÌÏ- ÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÏÎÉ ÐÒÉÇÏÄÑÔÓÑ ÎÁÍ É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ). ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ

f(x) = { 0; x ⩽ 0; e^{−1=x2} ; x ¿ 0

ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∞-ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ R. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x = (x_1; : : :; x_n) ∈ R^n ÐÏÌÏÖÉÍ _0(x) = f(1 − x^2_1 − : : : − x^2_n). ôÏÇÄÁ _0 : R^n → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^∞, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÑÎÁÑ ŒÓÀ- ÄÕ ÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. åÓÌÉ B_r(a) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕ- ÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (x) = _0(r^{−1}(x − a)) | ÔÁËÖÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^∞, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÁ ÛÁÒÅ B_r(a) É ÒÁÎÁÑ ÎÕÌÀÄ ŒÎÅ ÅÇÏ; ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÓÑËÕÀ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÌÏËÏ- ÌÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n \ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ R^n \ F = ⋃_∞ j=1 B_j ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÒÁ B_j ÍÏÖÎÏ ŒÙØÂØÒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÅÍÕ ËÏÌÏËÏÌÏ- ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ _j , ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

sup_{x∈Rn} |ff|⩽j |D^ff_j (x)| ⩽ 1 2^j

(23.1)

(Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (23.1) ÚÁÄÁÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ËÏÌÏËÏÌÏÏÂÒÁÚÎÕÀ

ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ B_j É ÕÍÎÏÖÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ).

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ’(x) = ∑_∞ j=1 _j(x). œŒÉÄÕ (23.1) ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ’ | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó F . ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.

üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

ìÅÍÍÁ 23.2. ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ËÌÁÓÓÁ C^1 ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b) ⊂ R; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f^′_n} ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ~f . ôÏÇÄÁ f | ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1, ÐÒÉÞÅÍ f^′ = ~f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œŒÉÄÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É ~f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ (a; b); ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

f(x) = f(x_0) +

∫_x

x_0

~f(t)dt

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b); ÜÔÏ ÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ∫_x

x_0

~f(t)dt = lim_{n→∞}

∫_x

x_0

f^′_n(t)dt

ŒŒÉÄÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ŒËÕÐÅ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(x_0) = lim f_n(x_0).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ R^n; ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÒÑÄ- ËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÔÁË ËÁË ŒŒÉÄÕ (23.1) ŒÓÅ ÒÑÄÙ ŒÉÄÁ ∑ D^ff_j ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ.

(úÁÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÓÅ ÏÂ- ÓÔÏÉÔ ËÕÄÁ ÌÕÞÛÅ: ÉÈ ÓÌÏÉ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ É ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÀ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ ÖÅ, ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÇÌÁÄËÉÍ.)

ðÏÔÅÒÐÅŒ ÆÉÁÓËÏ Œ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÏÅŒ, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ŒÓÅ ÖÅ ÓËÁÚÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÚÉÔÉŒÎÏÅ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ f^{−1}(y) ÒÁÎÇ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′(x) ÒÁŒÅÎ n. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 20.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f^{−1}(y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^m, É ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ

ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ, Á ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÅÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, ÓÌÏÉ ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚÕÞÁÔØ ÍÏÖÎÏ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 23.3. ðÕÓÔØ f : U → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÄÅ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÞËÁ y ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ f^{−1}(y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ rank f^′(x) ¡ n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ rank f^′(x) ¡ n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

ôÏÞËÁ y ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.

äŒÁ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

1. åÓÌÉ y =∈ f(U), ÔÏ ÔÏÞËÁ y ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f!).

2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÓÌÕÞÁÑ m ¡ n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÑËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ.

œ ÓÉÌÕ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÄ ÏÐÒÅÄÅÌÎÉÅÍ 23.3, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÐÕÓÔ) ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^m. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏ, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ ÎÅÇÏ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 23.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ). ðÕÓÔØ U ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f : U → R^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÇÄÅ r ¿ max(m − n; 0). ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ óÁÒÄÁ ÐÒÉ ÕÐÒÏÝÁÀÝÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÓÞÉ- ÔÁÑ, ÞÔÏ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ m ⩽ n; ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ óÁÒÄÁ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÏÂSSÅÍÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.5. ôÅÏÒÅÍÁ 23.4 ŒÅÒÎÁ ÐÒÉ m ⩽ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ m ⩽ n ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ËÁË ÔÏÌØËÏ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^1-ÇÌÁÄËÉÍ.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ m = n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f|_Q ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÇÏ ËÕÂÁ Q ⊂ U. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÊ ËÕÂ; ÐÕÓÔØ f = (f_1; : : :; f_n), ÇÄÅ f_i : U → R | ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^1 ÎÁ U. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ, ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÎÏÊ ËÏ ŒÓÅÍ f_i, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ȷ : [0; ø) → [0; +∞) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ø ¿ 0), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ lim_{t→0} ȷ(t) = 0, ÞÔÏ

‖f(x + h) − f(x) − f^′(x)h‖ ⩽ ȷ(‖h‖)‖h‖; (23.2)

ËÁË ÔÏÌØËÏ x ∈ Q É ‖h‖ ¡ ø (ÐÏÄ ÎÏÒÍÏÊ ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ ÐÏÎÉ- ÍÁÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÎÏÒÍÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C Ó ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ‖f(x) − f(x^′)‖ ⩽ C‖x − x^′‖, ËÁË ÔÏÌØËÏ x; x^′ ∈ Q É ‖x − x^′‖ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ; ÔÁË ËÁË ËÕÂ | ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖f(x) − f(x^′)‖ ⩽ C‖x − x^′‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; x^′ ∈ Q (ÓÏÅÄÉÎÉÔÅ x É x^′ ÏÔÒÅÚ- ËÏÍ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ R = {x ∈ Q | rank f^′(x) ¡ n}.

ìÅÍÍÁ 23.6. ðÕÓÔØ E ⊂ U | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ” ¿ 0. åÓÌÉ E ∩ R ≠ ∅, ÔÏ —¯(f(E)) ⩽ 2^nC^{n−1}”^nȷ(”) (Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ x ∈ E ∩ R; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÁÆÆÉÎ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ R^n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ f(x) É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ f^′(x)(R^n) ⊂ R^n. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ dim L ⩽ n − 1; ÅÓÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏÅ, ÄÏÐÏÌÎÉÍ L ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÈÏÍ ÄÏ ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ f(x), É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ L ÜÔÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (23.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ x^′ ∈ E ÔÏÞËÁ f(x^′) ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ L ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ”ȷ(”); ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖f(x) − f(x^′)‖ ⩽ C‖x − x^′‖ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ x^′ ∈ E ÉÍÅÅÍ ‖f(x) − f(x^′)‖ ⩽ C”; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÏÅËÃÉÑ f(x^′) ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L ÔÁËÖÅ ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ f(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ C”. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ f(E) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ f(x), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n − 1 ÒÅÂÅÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ L É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2C”, Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅÂÒÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë L, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2”ȷ(”). œÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ ¯(f(E)) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂSSÅÍÁ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ¿ 1 ÒÁÚÏÂØÅÍ ËÕÂ Q ÎÁ k^n ËÕÂÉËÏŒ Ó ÒÅÂÒÏÍ d=k, ÇÄÅ d | ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ Q. åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÂÉËÏŒ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó R, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÍÅÒÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^nC^{n−1}(d √ n=k)^nȷ(d √ n=k). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÅÅ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ËÕÂÉËÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k^n, ÉÍÅÅÍ

¯(f(R)) ⩽ 2^nC^{n−1}(d √ n)^n

const

·ȷ(d √ n=k);

ÔÁË ËÁË ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ k → ∞, ÉÍÅÅÍ ¯(f(R)) = 0, É ÔÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ m = n ÄÏËÁÚÁÎÁ.

åÓÌÉ m ¡ n, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÞÔÏ ¯(f(U)) = 0; ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ f(U) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ∘ ß : U × R^{n−m} → R^n, ÇÄÅ ß | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.7. ôÅÏÒÅÍÁ 23.4 ŒÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ m ¿ n É f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

ìÅÍÍÁ 23.8. ðÕÓÔØ E ⊂ R^m | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÅ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÔÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉĄ) É f : E → X | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ f(E) | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E = F \ G, ÇÄÅ F É G ÚÁÍËÎÕÔÙ É G ⊂ F . ðÏÓËÏÌØËÕ F , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏ- ÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F É G ËÏÍÐÁËÔÎÙ. äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ G = ⋂_∞ i=1 U_i, ÇÄÅ ŒÓÅ U_i ÏÔËÒÙÔÙ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 16.15); ðÏÜÔÏÍÕ E = ⋃_∞ i=1(F \ U_i), Ô. Å. E | ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É f(E), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ X ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(E) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ m (ÂÁÚÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.5).

ðÕÓÔØ f = (f_1; : : :; f_n), É ÐÕÓÔØ R = R_0 = {x ∈ U | rank f^′(x) ¡ n}. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ¯(f(R)) = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R_k ⊂ R ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ R, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ k ÏÔ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_i ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

(1) ¯(f(R \ R_1)) = 0; (2) ¯(f(R_k \ R_{k+1})) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ¿ 0; (3) ¯(f(R_k)) = 0, ÅÓÌÉ k ⩾ m=n. óÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ R_k ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 23.8 ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ f(R_j ) É f(R_j \ R_{j+1}) ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (1). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R \ R_1 ÓÕÝÅÓÔŒÅÕÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÞÔÏ ¯(f(R ∩ V )) = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ R\R_1; ÔÏÇÄÁ^{@fi}_{@xj} (x) ≠ 0 ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i É j. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U → R^m, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(x_1; : : :; x_m) → (x_1; : : :; x_{j−1}; f_i(x_1; : : :; x_m); x_{j+1}; : : :; x_m);

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g|_V ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∞-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ V_1. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f = f|_V ∘ g|_{V1}^{−1} | ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f|_V . ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~f ÄÅÊÓÔŒÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x_1; : : :; x_m) = x → ( ~f_1(x); : : :; ~f_{i−1}(x); x_j; ~f_{i+1}(x); : : :; f_n(x): (23.3)

ðÏÜÔÏÍÕ ~f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ H_c = V_1 ∩ {x_j = c} Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L_c = {(y_1; : : :; y_n) ∈ R^n | y_i = c}, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ (23.3) ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ y ∈ L_c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ~f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f|_{Hc} : H_c → L_c. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ~f |_{Hc} ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ Œ L_c; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ~f ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, Ó f(R ∩ V ).

äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (2). ðÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R_k \ R_{k+1} ÓÕÝÅÓÔŒÅÕÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÞÔÏ ¯(f(R_k ∩ V )) = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ R \ R_1; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÕÌØ- ÔÉÉÎÄÅËÓ ff, |ff| = k, É ÉÎÄÅËÓÙ i É j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (@D_fff_i=@x_j )(x) ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U → R^m, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(x_1; : : :; x_m) → (x_1; : : :; x_{j−1}; D_fff_i(x_1; : : :; x_m); x_{j+1}; : : :; x_m);

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g|_V ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∞-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ V_1. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f = f|_V ∘ g|_{V1}^{−1} | ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f|_V . úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ x ŒÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ k Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C^k (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÌÁÓÓÁ C^∞) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ, ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ‖f(x + h) − f(x)‖ = o(‖h‖^k). üÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f = f|_V ∘ g|_{V1}^{−1} Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x^′ ∈ g(R_k ∩ V ) ŒÓÅ ÞÁÓÔ- ÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ k ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R_k ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(R_k ∩ V ) ⊂ V_1 ∩ {x_j = 0}. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ g(R_k ∩ V ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f|_{V1∩{xj=0}}. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÍÅ- ÅÍ ¯( ~f(g(R_k ∩ V ))) = 0, ÔÁË ÞÔÏ ¯(f(R_k ∩ V )) = 0.

äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (3). âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.5. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ k ⩾ m=n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ¯(f(R_k ∩ Q)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÕÂÁ Q ⊂ U. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ȷ : [0; ø) → [0; +∞) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ø ¿ 0), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ lim_{t→0} ȷ(t) = 0, ÞÔÏ

‖f(x + h) − f(x)‖ ⩽ ȷ(‖h‖)‖h‖^k; (23.4)

ËÁË ÔÏÌØËÏ x ∈ Q ∩ R_k É ‖h‖ ¡ ø (ÐÏÄ ÎÏÒÍÏÊ ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÎÏÒÍÕ).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ” ¿ 0 ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ E ⊂ Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ⩽ ”, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ E ∩ R_k ≠ ∅, ÔÏ f(E) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÕÂÅ Ó ÒÅÂÒÏÍ 2ȷ(”)”^k. åÓÌÉ ÔÅ- ÐÅÒØ ÒÁÚÂÉÔØ ËÕÂ Q ÎÁ r^m ËÕÂÉËÏŒ Ó ÒÅÂÒÏÍ d=r, ÇÄÅ d | ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ Q, ÔÏ ÍÅÒÁ ÏÂÒÁÚÁ ÔÁËÏÇÏ ËÕÂÉËÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó R_k, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ 2^nȷ(d √ m=r)(d √ m)^{kn}=r^{kn}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ËÕÂÉËÏŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ r^m ÛÔÕË, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

¯(f(R_k)) ⩽ 2^n(d √ m)^{kn}

const

·ȷ(d √ m=r)r^{m−kn}:

ðÏÓËÏÌØËÕ m − kn ⩽ 0, ÔÏ ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ r Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ¯(f(R_k)) = 0.

óÔÏÉÔ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÄÁÅÔ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ óÁÒÄÁ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (1) (¯(f(R \ R_1)) = 0) ÐÒÏÈÏÄÉÔ É Œ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f | ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^s, ÇÄÅ s ¿ m − n, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ŒÅÒÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) (¯(f(R_s)) = 0, ÔÁË ËÁË m − n + 1 ⩾ m=n ÐÒÉ m=n). ôÒÕÄÎÏÓÔÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÌØËÏ Ó ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅÍ (2), ÇÌÁÓÑÝÉÍ, ÞÔÏ ¯(f(R_k \ R_{k+1})) = 0: ÅÓÌÉ k ŒÅÌÉËÏ, ÔÏ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ, ĂŒÙÐÒÑÍÌÑÀÝÉÊĄ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ D^fff_i = 0, ÉÍÅÅÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÎÉÚËÉÊ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÞÅÇÏ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÅÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏ- ÒÅÍÕ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.