ìÅËÃÉÑ 24. ðÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉ

äÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ óÁÒÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÇÌÁÄËÉÍ, ÎÏ ÉÍÅÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ: ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ C^r-ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, ÇÄÅ r ¿ max(m−n; 0) (ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ R^m Œ R^n) ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ. éÍÅÎÎÏ, è. õÉÔÎÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ¿ 1 ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÉÍÅÒ C^{n−1}-ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ R^n Œ R, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÅÌÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. (óÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÅÝÅ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ.)

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÐÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉ (Ó ÕÐÒÏÝÅÎÉÑÍÉ). ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÇÏÄÑÔÓÑ ÎÁÍ É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 24.1 (õÉÔÎÉ). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ¿ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C^{n−1}-ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : R^n → R, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ C ⊂ R^n É ÆÕÎËÃÉÀ f : C → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(C) = [0; 1] É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x_1; x_2 ∈ C ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x_1) − f(x_2)| ⩽ M‖x_1 − x_2‖^{n−1+`} , ÇÄÅ M ¿ 0 É ` ¿ 0 | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ìÉÐÛÉÃÁ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ n − 1 + `).

íÙ ÏÐÉÛÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 2, Á ÚÁÔÅÍ ÕËÁÖÅÍ, ËÁËÉÅ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n.

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔ Q = [0; 1] × [0; 1] ⊂ R^2, Á Œ ÎÅÍ | ÞÅÔÙ- ÒÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1=9 ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ËŒÁÄÒÁÔÁ É ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÙ Q_0, Q_1, Q_2 É Q_3 (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÒÁŒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ, ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ {0; 1; 2; 3} ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏ- ÂÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ Q Œ Q_i. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÙ Q_0, Q_1, Q_2 É Q_3 ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Q_{i0}, Q_{i1}, Q_{i2} É Q_{i3} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÒÉÓ. 24.5). éÔÅÒÉÒÕÅÍ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ: ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ËŒÁ- ÄÒÁÔ Q_{i1;:::;ik} ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3^k, ÇÄÅ ŒÓÅ i_m ÌÅÖÁÔ Œ {0; 1; 2; 3}, ÔÏ ÏÂÒÁÚ ËŒÁÄÒÁÔÁ Q_i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÄÏÂÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ Q Œ Q_{i1;:::;ik} , ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ Q_{i1;:::;ik ;i}. œ ÉÔÏÇÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ i_1; : : :; i_k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {0; 1; 2; 3} ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ËŒÁÄÒÁÔ Q_{i1;:::;ik} ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3^k.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˝ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ {0; 1; 2; 3} × {0; 1; 2; 3} × : : : (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙ).

òÉÓ. 24.5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C œÓÑËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ´ = (i_1; i_2; : : :) ∈ ˝ ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÕ

¯(´) = Q_{i1} ∩ Q_{i1;i2} ∩ Q_{i1;i2;i3} ∩ : : ::

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, É ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ (ŒŒÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ˝) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ; ÐÏÌÏÖÉÍ C = ¯(˝). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, C ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏŒÕ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ.

æÕÎËÃÉÀ f : C → R ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ x = ¯(i_1; i_2; : : :) ∈ C, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

f(x) = i_1 4 + i_2 4^2

+ : : : + i_n 4^n

+ : : ::

òÁŒÅÎÓÔŒÏ f(C) = [0; 1] ÏÞÅŒÉÄÎÏ. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ìÉÐÛÉÃÁ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x_1; x_2 ∈ C ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ËŒÁÄÒÁÔÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3^k, ÎÏ Œ ÒÁÚÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÁÈ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3^{k+1}. ôÏÇÄÁ |f(x_1) − f(x_2)| ⩽ 1=4^k, ÎÏ ‖x_1 − x_2‖ ⩾ 1=(9 · 3^k). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|f(x_1) − f(x_2)| ⩽ 9^{log3 4} · ‖x_1 − x_2‖^{log3 4};

É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ log_3 4 ¿ 1.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n ÎÁÞÎÅÍ Ó ËÕÂÁ [0; 1]^n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÎÅÍ 2^n ÇÏ- ÍÏÔÅÔÉÞÎÙÈ ÅÍÕ ËÕÂÏŒ Q_i (0 ⩽ i ⩽ 2^n −1) Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=(2+”) (ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ); ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ŒÓÅ Q_i ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ Q É ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁŒÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃ Q É ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ i ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1=(2 + ”)), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ Q Œ Q_i, É ÏÂÒÁÚÙ ËÕÂÏŒ Q_j (0 ⩽ i ⩽ 2^n − 1) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Q_{ij} ⊂ Q_i, É Ô. Ä. óÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {0; 1; : : :; 2^n − 1} ÏÔÏÂÒÁÚÉÍ Œ R^n ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

{i_1; i_2; : : :; i_n; : : :} → (Q_{i1} ∩ Q_{i1;i2} ∩ : : :);

ëÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ C ⊂ R^n | ËÏÍÐÁËÔ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ ËÁÎÔÏÒÏŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ C Ó ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {0; 1; : : :; 2^n −1}, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : C → R ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

{i_1; i_2; : : :; i_n; : : :} → ∞∑ k=1 i_k (2^n)^k :

ñÓÎÏ, ÞÔÏ f(C) = [0; 1]; ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ n = 2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

|f(x_1) − f(x_2)| ⩽ A‖x_1 − x_2‖^{log2+” 2n}

ÐÒÉ x_1; x_2 ∈ C. åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ” ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏ log_{2+”} 2^n ¿ n − 1, ÔÏ ŒÓÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

ñŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ C É f ÎÁÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ: ÔÅÏÒÅÍÁ 24.1 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ (ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ õÉÔÎÉ):

ôÅÏÒÅÍÁ 24.2. ðÕÓÔØ C ⊂ R^n | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : C → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ m ¿ 0 É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A ¿ 0, ` ¿ 0, ÞÔÏ |f(x^′) − f(x^{′′})| ⩽ A‖x^′ − x^{′′}‖^{m+`} , ËÁË ÔÏÌØËÏ x^′; x^{′′} ∈ C. ôÏÇÄÁ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ ~f : R^n → R, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ËÌÁÓÓÁ C^m É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ D^ff ~f(x) = 0 ÐÒÉ x ∈ C É 1 ⩽ |ff| ⩽ m.

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅŒÉÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.3. îÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f : X → R, ÇÄÅ X | ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ f ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. îÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supp f.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ (ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.4. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. òÁÚÂÉÅÎÉ- ÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i : R^n → R (ÉÎÄÅËÓ i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ. (1) ’_i(x) ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É i, É supp(’_i) ⊂ U ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. (2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x, ÞÔÏ supp(’_i) ∩ V ≠ ∅ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ i.

(3) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÉÍÅÅÍ ∑ i∈I ’_i(x) = 1.

õÓÌÏŒÉÅ (1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ’_i ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÄÈÏÄÉÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U. õÓÌÏŒÉÅ (2), ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (3) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÈ.

òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÓÅÇÄÁ, É Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÐÒÉÌÏÖÅ- ÎÉÊ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ Ë ÎÉÍ | ÞÔÏÂÙ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÎÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÙÌÉ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÌËÉÍÉĄ Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. îÁÍ ÓÅÊ- ÞÁÓ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÖÅÓÔËÉÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ.

îÉÖÅ ÞÅÒÅÚ diam(E) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E ⊂ R^n, Á ÞÅÒÅÚ dist(E_1; E_2) | ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x_1 ∈ E_1 É x_2 ∈ E_2.

ìÅÍÍÁ 24.5. ðÕÓÔØ C ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ U = R^n \ C ⊂ R^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ {’_i}_{i∈I} ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

(1) œÓÅ ’_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ C^∞-ÇÌÁÄËÉÍÉ, ÎÏÓÉÔÅÌÉ ŒÓÅÈ ’_i ËÏÍÐÁËÔÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÓÞÅÔÎÏ.

(2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^n ÉÎÄÅËÓÏŒ i ∈ I, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ’_i(x) ≠ 0.

(3) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ∈ I ÉÍÅÅÍ diam(supp ’_i) ⩽ 2 dist(supp ’_i; C). (4) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ K ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ U, ŒÓÑËÏÇÏ i ∈ I É ŒÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ff, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |ff| ⩽ m, ÉÍÅÅÍ

|D^ffŒ_i(x)| ⩽ K max(1; 1=(dist(x; C))^{|ff|}):

þÉÓÌÏ 2^n Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (2) É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 2 Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (3) ÎÉËÁËÏÇÏ ÇÌÕ- ÂÏËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÎÅ ÉÍÅÀÔ: ŒÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ.

õÓÌÏŒÉÅ (3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i ÍÅÌØÞÁÀÔ ÐÒÉ ÐÏÄ- ÈÏÄÅ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ, Á ÕÓÌÏŒÉÅ (4) ÄÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÏÓÔ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ÍÅÒÅ ÔÁËÏÇÏ ÉÚÍÅÌØÞÁÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ U Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÕÂÏŒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ (É Ó ÒÅÂÒÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ | ÄÁÌÅÅ ÐÏŒÔÏÒÑÔØ ÜÔÕ ÏÇÏŒÏÒËÕ ÎÅ ÂÕÄÅÍ) É Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ. ïÔÂÅÒÅÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ËÕÂÏŒ ÔÅ ËÕÂÙ Q, Õ ËÏÔÏÒÙÈ dist(Q; C) ¿ diam(Q). úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÕÂÙ Q Ó ÒÅ- ÂÒÏÍ 1=2 É ÐÏÌÕÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÏÔÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅ ËÕÂÙ Q, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÖÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ É ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ dist(Q; C) ¿ diam(Q); ÚÁÔÅÍ ÏÔÂÅÒÅÍ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2^2 É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎ ŒÉÄÁ m=2^2, ÇÄÅ m ∈ Z, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ Œ ÒÁ- ÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ C ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, É Ô. Ä. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÕÂÏŒ {Q_i}.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2^r ËÕÂÁÍÉ ÒÁÎÇÁ r; ÄÉÁÍÅÔÒ ËÕÂÁ ÒÁÎÇÁ r ÒÁŒÅÎ √ n=2^r. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÕÂÏŒ ÒÁÎÇÏŒ ⩽ r ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_r.

ìÅÍÍÁ 24.6. (1) åÓÌÉ ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ËÕÂÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÉÈ ÒÁÎÇÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.

(2) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÎÎÏÇÏ ËÕÂÁ Q ÉÍÅÅÍ diam(Q) ⩽ dist(Q; C); ÅÓÌÉ Q | ËÕÂ ÒÁÎÇÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÕÌÑ, ÔÏ dist(Q; C) ⩽ 2 diam(Q).

(3) åÓÌÉ x ∈ U \ F_r, ÔÏ dist(x; C) ⩽ 2 ·^{√n}_{2r} .

(4) ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ËÕÂÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 24.6. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ r ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÄŒÁ ËÕÂÁ ÒÁÎÇÁ ⩽ r ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÉÈ ÒÁÎÇÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ r = 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ; ÄÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ r Ë r + 1 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓ- ÌÉ x ∈ @(F_r), ÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÕÂ Q Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2^r (É ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÉÄÁ k=2^r, r ∈ Z), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÊÓÑ Œ F_r É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ Œ U; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÏÔÂÏÒÅ ËÕÂÏŒ ÒÁÎÇÁ r + 1 ÂÕÄÅÔ ÏÔÏÂÒÁÎ ËÕÂ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ Q É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x (ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ C ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ √ n=2^{r+1}. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (1).

äÁÌÅÅ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ diam(Q) ⩽ dist(Q; C) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÎÎÏÇÏ ËÕÂÁ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, dist(F_r; C) ⩽ 2 · ( √ n=2^r) (Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÕÄŒÏÅÎÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÕÂÁ ÒÁÎÇÁ r), ÔÁË ËÁË Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ËÕÂ ÒÁÎÇÁ r, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ (2).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x ÂÙÌÁ ÂÙ ŒËÌÀÞÅÎÁ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÕÂ ÒÁÎÇÁ ⩽ r). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ r → ∞ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ (3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ (4).

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ C^∞-ÆÕÎËÃÉÀ , ÐÒÉ- ÎÉÍÁÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ supp() = [−1=(2 · 1:1); 1=(2 · 1:1)]^n (ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.1; ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 1:1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÎÅÍÎÏÖËÏ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙĄ).

ðÕÓÔØ c_i | ÃÅÎÔÒ ËÕÂÁ Q_i É 2l_i | ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ; ÐÏÌÏÖÉÍ Œ_i(x) = ((x − c_i)=l_i). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ supp Œ_i | ÜÔÏ ËÕÂ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊ- ÓÑ ÉÚ Q_i ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1:1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÌÅÍÍÅ ’_i ÎÁ Œ_i, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 24.6 ÕÓÌÏŒÉÑ (1){(3) ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÚÁ ÔÅÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ∑ i∈I Œ_i(x) ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅ. üÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÒÉÅÍÁ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ Œ_i ÎÅ

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ËÕÂÅ Q_i, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÍÍÁ ∑ i Œ_i(x) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ; ÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ

’_i(x) =

Œ_i(x) ∑ j_∈I Œj (x) : íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÕÌÅÊ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÉ) Õ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i É Œ_i ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ∑ i∈I ’_i(x) = 1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ U; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏÂÉÌÉÓØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÊ (1){(3).

úÁÊÍÅÍÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (4). ðÕÓÔØ

K_1 = sup_{x∈Rn} |ff|⩽m |D^ff(x)|:

åÓÌÉ supp Œ_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÕÂÕ ÒÁÎÇÁ k, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

|D^ffŒ_i(x)| ⩽ 2^{|ff|}K_1 = K_2=(diam(supp Œ_i))^{|ff|};

ÇÄÅ K_2 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ Œ_i Ë ’_i. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ffi ¿ 0 ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÕÂÅ [−1=2; 1=2]^n (ÉÍÅÅÍ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ_i(x) ⩾ ffi, ÅÓÌÉ x ∈ Q_i), Á ÞÅÒÅÚ L | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ . œÏÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ:

ìÅÍÍÁ 24.7. åÓÌÉ u É v | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ff | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, ÔÏ

D^ff (u v ) = ∑ |fi|+|fl|⩽|ff| Cfi;flD fiu · D^fl v · v^{nfifl} v^{2|ff|}

; (24.1)

ÇÄÅ C_{fi;fl} ∈ ZÉ n_{fifl} ∈ N | ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

úÁÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’_i(x) = Œ_i= ∑ j ’_j (x) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Œ ÎÅÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÞÅÒÅÚ u, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÞÅÒÅÚ v. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑ- ËÉÊ x ∈ U ÌÅÖÉÔ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ËÕÂÏŒ Q_i (ÌÅÍÍÁ 24.6(3)), ÉÍÅÅÍ Œ_i(x) ⩾ ffi, ÏÔËÕÄÁ v(x) ⩾ ffi. úÁÊÍÅÍÓÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (24.1). œŒÉÄÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (2) ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÓÕÍÍÅ v(x) = ∑ Œ_j (x) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^n, Á ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 24.6 ÉÍÅÅÍ diam supp ’_j ⩾ diam supp ’_i=2, ËÁË ÔÏÌØËÏ ’_j (x) ≠ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ |fl| ⩽ m ÉÍÅÅÍ

|D^flv(x)| ⩽ 2^nK_2 · 2^m=(diam(supp Œ_i))^{|fl|} = K_3=(diam(supp Œ_i))^{|fl|}:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ |D^fiu(x)| ⩽ K_2=(diam(supp Œ_i))^{|fl|}. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ supp ’_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÕÂÕ ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ |D^ff’_i(x)| ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. åÓÌÉ ÖÅ supp ’_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÕÂÕ ÒÁÎÇÁ ¿ 1, ÔÏ diam(supp Œ_i) ⩽ 1; ÎÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ n_{fifl} ⩽ N ÐÒÉ |fi|+|fl| ⩽ m, Á |(x)| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ C ⩾ 1, ÔÏ |v^{nfifl} | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓŒÅÒÈÕ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, C^N . ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (24.1) É ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, É ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÙ ÐÒÉ |ff| ⩽ M ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ

|D^ff’_i(x)| ⩽ K_4=(diam(supp Œ_i))^{|ff|}: (24.2)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÎÇÉ ËÕÂÏŒ Q_i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÅÍ ’_i, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ’_i(x) ≠ 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ 24.6(1) ÒÁÎÇÉ ÜÔÉÈ ËÕÂÏŒ ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É ÒÁŒÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÉÓÌÕ r, ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÄŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: r É r + 1. åÓÌÉ r = 0, ÔÏ ÉÚ (24.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |D^ff’_i(x)| ⩽ K_4=0:55^{|ff|} = K_5; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x =∈ F_{r−1}, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 24.6(3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

dist(x; C) ⩽ √ n=2^r ⩽ 2 diam(supp(’_i));

ÔÁË ÞÔÏ 1= diam(supp(’_i)) ⩽ 2= dist(x; C) É ŒŒÉÄÕ (24.2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

|D^fl v(x)| ⩽ 2^{|ff|}K_4=(dist(x; C)^{|ff|}):

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (4) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ K = max(K_5; 2^{|ff|}K_4), ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 24.5 É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 24.2. ðÕÓÔØ {’_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 24.5. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R^n:

~f(x) = {∑ i∈I f(a_i)’_i(x); x =∈ C f(x); x ∈ C:

(24.3)

(ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÁ ŒŒÉÄÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉ- ÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ~f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ. ðÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ~f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ R^n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim_{x→a} ~f(x) = f(a) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ C. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ∈ U ÉÍÅÅÍ

|f(a) − ~f (x)| = | | |f(a) ∑ i∈I ’_i(x) − ∑ i∈I f(a_i)’_i(x) | | | ⩽ ∑ i∈I |f(a) − f(a_i)|’_i(x):

(24.4) åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ x ∈ supp ’_i. ëÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ∈ I Œ ÔÏÞËÅ a_i ∈ C ÒÅÁ- ÌÉÚÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ C É supp ’_i.

ìÅÍÍÁ 24.8. åÓÌÉ x ∈ supp ’_i É a ∈ C, ÔÏ ‖a_i − a‖ ⩽ 4‖x − a‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ y_i ∈ supp ’_i, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁ- ÌÉÚÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ supp ’_i É C. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

‖a − a_i‖ ⩽ ‖a − y_i‖ + ‖y_i − x‖ + ‖x − a‖ ⩽ ⩽ dist(supp ’_i; C)+diam(supp ’_i)+‖x−a‖ ⩽ 3 dist(supp ’_i; C)+‖x−a‖

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (3) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 24.5); ÐÏÓËÏÌØËÕ dist(supp ’_i; C) ⩽ ‖x − a‖, ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ (ŒÐÒÏÞÅÍ, ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁÐÅ ÈŒÁÔÉÌÏ ÂÙ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ): ÅÓÌÉ ‖x − a‖ ⩽ ”, ÔÏ ‖a_i − a‖ ⩽ 4” ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ, ÏÔËÕÄÁ |f(a) − f(a_i)| ⩽ A(4”)^{m+`} . ðÒÉÍÅÎÑÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒŒÉ- ÄÕ ÌÅÍÍÙ 24.5(3) ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (24.4) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^n É ÚÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅÅ ÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ A(4”)^{m+`} ’_i(x), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖x − a‖ ⩽ ”, ÔÏ |f(a) − f(x)| ⩽ 2^nA(4”)^{m+`}, ÞÔÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ” → 0. éÔÁË, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ~f ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ~f ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^m-ÇÌÁÄËÏÊ, Á ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ m Œ ÔÏÞËÁÈ C ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ~f ÇÌÁÄËÁ (É ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁ) ŒÎÅ C. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ m ÆÕÎËÃÉÉ ~f|_U , ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊ ÎÕÌÅÍ ÎÁ C, ÓÔÁÎÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ŒÓÅÍ R^n.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ ff, ÇÄÅ |ff| ⩽ m. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ∈ C, ÔÏ lim_{dist(x;C)→0} D^ff ~f(x) = 0.

ðÕÓÔØ x ∈ U, É ÐÕÓÔØ a ∈ C | ÔÏÞËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉ- ÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ x ÄÏ ÔÏÞÅË C. ðÏÓËÏÌØËÕ ∑ i ’_i(x) = 1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x, ÉÍÅÅÍ ∑ i D^ff’_i(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x (Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ). ðÏÜÔÏÍÕ

|D^ff ~f (x)| = | | | ∑ i f(a_i)D^ff’_i(x) − ∑ i f(a)D^ff’_i(x) | | | ⩽ ∑ i |f(a_i)−f(a)|·|D^ff’_i(x)|:

(24.5) ìÅÍÍÁ 24.8 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ‖a_i − a‖ ⩽ 4‖x − a‖ = 4 dist(x; C). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |f(a_i) − f(a)| ⩽ A · ·4^{m+`} (dist(x; C))^{m+`}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (4) ÌÅÍÍÙ 24.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|D^ff’_i(x)| ⩽ K max(1; 1=(dist(x; C))^{|ff|}). îÁËÏÎÅÃ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (24.5) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^n ŒŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) ÌÅÍÍÙ 24.5. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

|D^ff ~f(x)| ⩽ 2^n · A · 4^{m+`} (dist(x; C))^{m+`} · K max(1; 1=(dist(x; C))^{|ff|}):

ðÏÓËÏÌØËÕ |ff| ⩽ m, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ dist(x; C) → 0. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.