áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 1 (ŒÅÓÎÁ 2007, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ)

íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ

1. ðÕÓÔØ I | ÎÅÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ É {a_i}_{i∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

sup_{S⊂I}

S ËÏÎÅÞÎÏ ∑ j∈S a_j = +∞:

ðÕÓÔØ B | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B), ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ B. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → R ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f^{−1}[a; +∞) ÄÌÑ a ∈ R; ÔÏ ÖÅ | Ó ÚÁÍÅÎÏÊ f^{−1}[a; +∞) ÎÁ f^{−1}(a; +∞).

3. ðÕÓÔØ f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X, É ÐÕÓÔØ ŒÓÅ f_n : X → R ÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ.

4. ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g : R → [0; +∞] ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(c) = card(f^{−1}(c)). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ÉÚÍÅÒÉÍÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ œ-ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R).

5. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1], Œ ÄÅÓÑ- ÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÃÉÆÒÁ 7.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1], Œ ÄÅÓÑ- ÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÃÉÆÒ 2007. 6. ðÕÓÔØ E ⊂ [0; 1] | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ⊂ [0; 1] ÉÍÅÅÍ ¯(E ∩ [a; b]) = (b − a)¯(E). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯(E) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅ.

7. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z_p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÅÒÁ ¯, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (1) ¯(a + B) = ¯(B) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ Z_p É ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ Z_p; (2) ¯(Z_p) = 1. þÅÒÅÚ a+B ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {a + x | x ∈ B}.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÐÕÎËÔÅ (Á), ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

8. ðÕÓÔØ C ⊂ [0; 1] | ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅĄ ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÓÒÅÄÎÉÈ ÔÒÅÔÅÊ ÏÔÒÅÚËÏŒ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ [0; 1] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÅÒÁ ˚ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (1) ˚(B) = ˚(B ∩ C) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÇÏ B ⊂ [0; 1]; (2) ˚(X) = 0, ÅÓÌÉ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; (3) ˚([0; 1]) ¿ 0. 9. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [0; 1] → R, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [0; 1], ËÒÏÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÅÂÅÇÏŒÏÊ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ?