áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 4 (ŒÅÓÎÁ 2007, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ)

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

œ ÚÁÄÁÞÁÈ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ĂŒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ŒÉÄÅĄ (ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÁÚÉÓÁ). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ o(·) ÎÁÄÏ ÏÂÏÓÎÏŒÙŒÁÔØ.

1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^2 → R^2, ÏÔÏÂÒÁÖÁ- ÀÝÅÅ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ ÎÁ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = |x|?

2. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Mat_{n×n}(R) → Mat_{n×n}(R) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ A → A^2. îÁÊÄÉÔÅ f^′(X) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ X.

3. ðÕÓÔØ GL_n(R) ⊂ Mat_{n×n}(R) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, É g : GL_n(R) → GL_n(R) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ A → A^{−1}. îÁÊÄÉÔÅ g^′(X) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ X ∈ GL_n(R).

4. Á) ðÕÓÔØ f : C → C | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f(z) = a_0 + a_1z + : : : + a_nz^n (ŒÓÅ a_i ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). îÁÊÄÉÔÅ f^′(a) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ a ∈ C .

Â) ôÏ ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) = sin z.

Œ) ðÕÓÔØ ÓÎÏŒÁ f | ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ Œ ÐÕÎËÔÅ (Á). îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ C Œ R, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z → |f(z)|^2.

5. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C → R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ z → |z|.

Á) äÌÑ ËÁËÉÈ z ∈ C ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ?

Â) þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÒÁÎÇ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ?

6. ðÕÓÔØ R^{n−1} = {(x_1; : : : ; x_n) ∈ R^n | x_n = 0} É p ∈ R^n \ R^{n−1}. äÌÑ ÔÏÞËÉ x ∈ R^n ÐÏÌÏÖÉÍ ß_p(x) = p; x ∩ R^{n−1}. (þÅÒÅÚ p; x ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉ- ÎÑÀÝÁÑ p É x; ÔÏÞËÁ ß_p(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÎÏ ÄÌÑ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U ⊂ R^n.) þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÒÁÎÇ ß^′_p(x) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x ∈ U ?

7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^n → R^n ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÁÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ (x_1; : : : ; x_n) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (X − x_1) : : : (X − x_n). îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ f^′(a_1; : : :; a_n) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ a_1; : : : ; a_n ∈ R^n.

8. ðÕÓÔØ K ⊂ R^n | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f : R^n \ K → R^n ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÅ x ∈ R^n \ K ÔÏËÕ y ∈ K, ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ë x (ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ?). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K?

9*. ðÕÓÔØ (E; ‖ · ‖) | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÊ ÛÁÒ {v | ‖v‖ ⩽ 1} ËÏÍÐÁËÔÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim E ¡ ∞.