áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 5 (ŒÅÓÎÁ 2007, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ)

ï ŒÙÓÛÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ É ÐÒÏÞÅÍ

1. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ (ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ) R^2 (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x É y), ÅÅ ÌÁÐÌÁÓÉÁÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ´f = f_{xx} + f_{yy}. œÙÒÁÚÉÔÅ ´f ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (r; ’) É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f ÐÏ ÜÔÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.

2. ðÕÓÔØ ff ∈ R. æÕÎËÃÉÑ f : R^n \ {0} → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ff, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f(tx_1; : : : ; tx_n) = t^fff(x_1; : : : ; x_n).

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ff, ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

x_1 @f @x_1

+ : : : + x_n @f @x_n

= fff:

Â) œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ?

3. ðÕÓÔØ F | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ p ÏÔ x_1; : : : ; x_n, É ÐÕÓÔØ q | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ p. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ∑ |ff|=q D^ffF (a_1; : : : ; a_n)x^ff ff! = ∑ |fi|=p−q D^fi F (x_1; : : : ; x_n)a^fi fi! :

4. ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^2, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÏÌÏÖÉÍ a_{ij} = @^2f=@x_i@x_j .

Á) ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ (a_{ij}) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Õ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ.

Â) ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ (a_{ij}) ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (2; n − 2) (ÐÒÉÞÅÍ n ¿ 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Õ ÆÕÎËÃÉÉ f ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ.

Œ) ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ (a_{ij} ) ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (n − 1; 0). þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ Õ f Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

5. Á) ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → R| ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ U . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ K ¿ 0, ÞÔÏ |f(p) − f(q)| ⩽ K‖p − q‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q ∈ U .

Â) ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ ŒÅÒÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ (Á), ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ U ÂÙÌÏ ÓŒÑÚÎÙÍ?

6. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ C^1-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : R^n → R^n, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ f^′(x) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ R^n.

7. ðÕÓÔØ (X; æ) | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f : X → X | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

Á) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ˘ ∈ (0; 1), ÞÔÏ æ(f(x_1); f(x_2)) ⩽ ˘æ(x_1; x_2), ËÁË ÔÏÌØËÏ x_1 ≠ x_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ (Ô. Å. ÔÁËÏÅ x ∈ X, ÞÔÏ f(x) = x).

Â) ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ æ(f(x_1); f(x_2)) ¡ (x_1; x_2), ËÁË ÔÏÌØËÏ x_1 ≠ x_2. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ.

Œ) ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÕÎËÔÁ (Â) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕ- ÁÃÉÉ Õ f ÅÓÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ?