áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 6 (ŒÅÓÎÁ 2007, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ)

îÅÑŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n

1. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = |x| ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^2? 2. õÒÁŒÎÅÎÉÅ x + y + x^5 − y^5 = 0 ÚÁÄÁÅÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ y = ’(x).

Á) îÁÊÄÉÔÅ ’^{(5)}(0). Â) îÁÊÄÉÔÅ ’^{(2004)}(0).

3. ðÕÓÔØ a_n | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^5 + 1 = nx. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÉ ÐÅÒŒÙÈ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÞÌÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_n} ÐÒÉ n → ∞.

4. ðÕÓÔØ f : R^3 → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ R^n ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ y É z, y ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x É z, Á z ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x É y. õÐÒÏÓÔÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ @x @y @y @z @z @x :

5. ðÕÓÔØ S^2 ⊂ R^3 | ÓÆÅÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + y^2 + z^2 = 1, É p : S^2 → R^2 | ÐÒÏÅËÃÉÑ (x; y; z) → (x; y). þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÆÅÒÙ?

6. þÅÒÅÚ Mat_{n×n}(R) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ n×n-ÍÁÔÒÉÃ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Mat_{n×n}(R) (ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍÏÍ Ó R^{n2}) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ:

Á) ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

SL_n(R) = {X ∈ Mat_{n×n}(R) | det(X) = 1};

Â) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

O_n(R) = {X ∈ Mat_{n×n}(R) |^tXX = I}

(ÞÅÒÅÚ^tX ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ë X, Á ÞÅÒÅÚ I | ÅÄÉ- ÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ). 7. ðÏÌÏÖÉÍ U_n = {X ∈ Mat_{n×n}(C ) |^tXX = I} (ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U_n | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ Mat_{n×n}(C ) (ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍÏÍ Ó R^{2n2}).

8. ðÕÓÔØ X ⊂ C^3 | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

|z_1|^2 + |z_2|^2 + |z_3|^2 = 1;

z^2_1 + z^3_2 + z^5_3 = 0:

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ C^3 (ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍÏÍ Ó R^6).