áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 7 (ŒÅÓÎÁ 2007, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ; ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ

1. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É C(X) | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÍ Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ. ðÕÓÔØ S ⊂ C(X) | ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÏ. Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^′ = x^2.

3. ðÕÓÔØ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ x^′ = v(t; x) ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^1. ðÏÌËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [t_0; t_0+h] ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (t_0; x_0) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÒÅ- ÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ, ËÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÌÏÍÁÎÁÑ) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕ- ÌÀ. 4. ðÕÓÔØ x^′ = v(t; x) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÁ- ŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ R× R^n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1; C_2 ¿ 0, ÞÔÏ ‖v(t; x)‖ ⩽ C_1‖x‖ + C_2 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ R^n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (t_0; x_0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ŒÓÅÍ R.

5. Á) îÁÊÄÉÔÅ ∫ R^2 e

−(x^2 +y^2)dxdy. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÅÒÅÊÄÉÔÅ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÁÍ.)

Â) îÁÊÄÉÔÅ ∫ Re^{−x2} dx.

Œ) ðÕÓÔØ ‖q_{ij}‖ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ; ÐÏÌÏÖÉÍ Q(x) = ∑ q_{ij}x_ix_j. îÁÊÄÉÔÅ ∫ R^n e

−Q(x)dx

1 : : : dx_n.

6. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂSSÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ) Œ R^n. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÕÄÏÂÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ n Ë n + 2.)

7. ðÕÓÔØ B_n ⊂ R^n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ ff ¿ 0 ËÏÎÅÞÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ B_n 1 ‖x‖^ff d¯n(x)? Â) îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ

ÉÎÔÅÇÒÁÌ.