áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 8 (ŒÅÓÎÁ 2007, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ)

óŒÏÊÓÔŒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

1. ðÕÓÔØ F_1; F_2 ⊂ R^n | ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : R^n → R ÓÏ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: f(x) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ F_1, f(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ F_2, 0 ⩽ f(x) ⩽ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.

2. ðÕÓÔØ F ⊂ R^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, U ⊃ F | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^k (0 ¡ k ⩽ ∞). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ~f : R^n → R (ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÁ C^k), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ~f = f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ F .

3. ðÕÓÔØ {a_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ËÏÎÅÞÎÙÊ) ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} a_n

/_1 n . œÙÑÓÎÉÔÅ, ŒÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C^1-ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ f(1=n) = a_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^∞(R^n; R^m). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C^∞-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ R^n Œ R^m ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ: ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

W (K; r; f; ”) = {g ∈ C^∞(R^n; R^m) | sup_{|ff|⩽r} x∈K ‖D^ffg(x) − D^fff(x)‖ ¡ ”};

ÇÄÅ K ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ” ¿ 0, n ∈ N É f ∈ C^∞(R^n; R^m) (ff ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ĂÐÕÓÔÙÍĄ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏÍ ŒÅÓÁ 0). ïÂÝÅÅ ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ 4{6: ÐÏÌØÚÕÊ- ÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ óÁÒÄÁ.

4. ðÕÓÔØ f ∈ C^∞(R^2; R^2). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÎÇ g^′ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ŒÓÀÄÕ ÎÁ R^2. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÉÝÉÔÅ ÅÇÏ ÓÒÅÄÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ f + A, ÇÄÅ A : R^2 → R^2 ÌÉÎÅÊÎÏ.) Â*) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ g, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ g^′ ŒÓÀÄÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ?

5. ðÕÓÔØ f ∈ C^∞(R; R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g(x) = 0, ÔÏ g^′(x) ≠ 0.

6. ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ p ÇÌÁÄËÏÊ (ËÌÁÓÓÁ C^2) ÆÕÎËÃÉÉ f : R^n → RÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ det ‖@^2f=@x_i@x_j(p)‖ ≠ 0 (ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ÜÔÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ). ðÕÓÔØ f ∈ C^∞(R^n; R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ k ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^k ÉÚ R^n Œ R Ó ÎÅÓÞÅÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.