15. ðÒÉÍÅÒÙ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

15.1. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ óÅÒÒÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÜÔÏÊ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÊ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÉÍÅ- ÀÝÅÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ, ÔÅÍÙ. ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ P^n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ! = O(−n − 1).

ìÅÍÍÁ 15.1. CÐÁÒÉŒÁÎÉÅ Hom(F; !) × H^n(F ) → H^n(!) = C ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ Œ ∈ Hom(F; !). ôÏÇÄÁ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^n(F ) → H^n(!) = C , ËÁË ÒÁÚ ÄÁÀÝÅÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ Ó Œ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Hom(F; !) → H^n(F )^∗. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÌÉ F = O(k), ÔÏ ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ âÏÔÔÁ. ôÁË ËÁË ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ ÐÏ F , ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÕÞËÏŒ F , ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÉÓÁÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ E_1 → E_0 → F → 0, ÇÄÅ E_i | ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � Hom(F; !) � � Hom(E_0; !) � � Hom(E_1; !) � � : : :

0 � H^n(F )^∗ � H^n(E0)^∗ � H^n(E1)^∗ � : : :

ðÒÁŒÁÑ É ÓÒÅÄÎÑÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÌÅŒÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 15.2. Ext^i(F; !) ∼= H^{n−i}(F )^∗ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Ext^i(F; !) | ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ Hom(F; !), Á H^{n−i}(F )^∗ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ H^n(F )^∗. □

ôÅÏÒÅÍÁ 15.3 (óÅÒÒ). Ext^i(F; G ⊗ !) ∼= Ext^{n−i}(G; F )^∗ ÄÌÑ ŒÓÅÈ F , G É i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: åÓÌÉ G | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÔÏ Ext^i(F; G ⊗ !) ∼= Ext^i(F ⊗ G^∗; !), Á Ext^{n−i}(G; F ) ∼= Ext^{n−i}(O; G^∗ ⊗ F ) ∼= H^{n−i}(P^n; F ⊗ G^∗), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ- ÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ 0 → G^′ → G → G^{′′} → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÅÅ ÞÌÅÎÏŒ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÞÌÅÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ : : : � Ext^i(F; G′ ⊗ !) � � Ext^i(F; G ⊗ !) � � Ext^i(F; G^{′′} ⊗ !) � � : : :

: : : � Ext^{n−i}(G′; F )∗ � Ext^{n−i}(G; F )∗ � Ext^{n−i}(G′′; F )∗ � : : :

É ÌÅÍÍÙ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ G ŒÙÂÒÁÔØ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ É ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÅÅ ÎÁ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ. □ îÁÐÏÓÌÅÄÏË, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ.

ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, dim X = n, Á !_X = ~^n˙_X . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ext^i(F; G ⊗ !_X ) ∼= Ext^{n−i}(G; F )^∗.

15.2. óÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÍÆÏÒÄÕ É ÐÏ çÉÚÅËÅÒÕ. œ ÉÈ ÏÓÎÏŒÅ ÌÅÖÁÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁËÌÏÎÁ ÐÕÞËÁ ¯(F ) = c_1(F )=r(F ) É ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ p_F (m) = P_F (m)=r(F ). ðÕÞÏË E ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ÐÏ íÁÍÆÏÒÄÕ (ÐÏ çÉÚÅËÅÒÕ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÕÞËÁ 0 ≠ F ⊂ E Ó r(F ) ¡ r(E) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯(F ) ¡ ¯(E) (ÓÏÏÔŒ. 1

p_F ¡ p_E ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÔÒÏÇÉÈ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ ÎÁ ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ.

îÅÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ (unstable), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØ- ÎÙÍÉ, Á ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ (nonstable), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÁ- ÂÉÌØÎÙÍÉ. óÌÅÄÉÔÅ ÚÁ ÐÒÏÂÅÌÁÍÉ!

ìÅÍÍÁ 15.4. ðÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ T_E ≠ 0. ôÁË ËÁË r(T_E ) = 0, ÔÏ ¯(T_E ) = ∞ ¿ ¯(E), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ E. □ ðÕÓÔØ M^{Ms}_P , M^{Mss}_P , M^{Gs}_P É M^{Gss}_P | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ (ÐÏÌÕÓÁÔÂÉÌØ- ÎÙÈ) ÐÏ íÁÍÆÏÒÄÕ (çÉÚÅËÅÒÕ) ÐÕÞËÏŒ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ P .

ìÅÍÍÁ 15.5. éÍÅÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ M^{Ms}_P ⊂ M^{Gs}_P ⊂ M^{Gss}_P ⊂ M^{Mss}_P . åÓÌÉ c_1(E) É r(E) ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ | ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p_F (m) − p_E (m) = (¯(F ) − ¯(E))^{mn−1}_{(n−1)!} + : : : , ÐÏÜÔÏÍÕ ¯(F ) ¿ ¯(E) ŒÌÅÞÅÔ p_F ¿ p_E , Á p_F ≥ p_E ŒÌÅÞÅÔ ¯(F ) ≥ ¯(E). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒŒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ. œÔÏÒÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c_1(E) É r(E) ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ É E ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ. åÓÌÉ E ÎÅ ÓÔÁÂÉÌÅÎ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ F ⊂ E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p_F = p_E . úÎÁÞÉÔ ¯(F ) = ¯(E), ÔÏ ÅÓÔØ c_1(F )=r(F ) = c_1(E)=r(E), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ 0 ¡ r(F ) ¡ r(E). úÎÁÞÉÔ E ÓÔÁÂÉÌÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ M^{Gss}_P ⊂ M^{Gs}_P . □

ìÅÍÍÁ 15.6. ðÕÓÔØ 0 → E_1 → E → E_2 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ min{¯(E_1); ¯(E_2)} ≤ ¯(E) ≤ max{¯(E_1); ¯(E_2)}, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ¯(E_1) = ¯(E_2). ôÏ ÖÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ¯ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: c_1(E) = c_1(E_1)+c_1(E_2), r(E) = r(E_1)+r(E_2), ÐÏÜÔÏÍÕ ¯(E) | ÓÒÅÄÎÅ-ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÅ ÏÔ ¯(E_1) É ¯(E_2) Ó ŒÅÓÁÍÉ r(E_1) É r(E_2) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ p. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 15.7. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÕÞËÏŒ E_1 É E_2 ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÁ, Á ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¯(E_1) = ¯(E_2) (ÓÏÏÔŒ. p(E_1) = p(E_2)) É ÐÕÞËÉ E_i ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÏŒÅÒÉÍ (⇐=), ÔÁË ËÁË ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ F ⊂ E | ÐÏÄÐÕÞÏË. ðÏÌÏÖÉÍ F_1 = Ker(F → E → E_2), F_2 = Im(F → E → E_2). ôÏÇÄÁ 0 → F_1 → F → F_2 → 0 É F_1 ⊂ E_1, F_2 ⊂ E_2, ÔÁË ÞÔÏ ¯(F_i) ≤ ¯(E_i) = ¯(E), ÐÏÜÔÏÍÕ ¯(F ) ≤ ¯(E). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÏÇÏ ÎÁËÌÏÎÁ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË E | ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎ, ÅÓÌÉ −r(E) ¡ c_1(E) ≤ 0.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÙÍ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ (É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ) ÐÏÄËÒÕÔËÉ. õ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁËÌÏÎ ÎÁ- ÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−1; 0].

ìÅÍÍÁ 15.9. ðÕÞÏË E (ÐÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌÅÎ ⇐⇒ ÐÕÞÏË E(k) (ÐÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ¯(F (k)) = ¯(F ) + k, p_{F (k)}(m) = p_F (m + k), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÕÞÏË F ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔ E ⇐⇒ F (k) ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔ E(k). □ ìÅÍÍÁ 15.10. ðÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ (ÐÏÌÕ)ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ E ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÐÕÞËÉ F ⊂ E, ÞÔÏ E=F ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ F ⊂ E | ÐÏÄÐÕÞÏË, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ p_F ≥ p_E. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q = E=F . ðÕÓÔØ F^′ = Ker(E → Q → F_Q). ôÏÇÄÁ E=F^′ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p_F ′ ≥ p_F . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F → F^′ → T_Q → 0. úÎÁÞÉÔ r(F ) = r(F^′), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P_F ′ ≥ P_F . îÏ P_F ′ − P_F = P_{TQ} ≥ 0. □

ìÅÍÍÁ 15.11. ðÕÓÔØ E | ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2. (i) E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ⇐⇒ H^0(E) = 0.

(ii) åÓÌÉ c_1(E) = 0, ÔÏ E ÐÏÌÕÓÁÔÂÉÌØÎÏ ⇐⇒ H^0(E(−1)) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) (⇐=) ðÕÓÔØ F ⊂ E | ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÊ ÐÏÄÐÕÞÏË. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.10 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E=F ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ÐÕÞËÉ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÉ | ÐÕÞËÉ ÐÅÒŒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÔÏ F | ÐÕÞÏË ŒÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ F ÒÅÆÌÅËÓÉŒÅÎ. îÏ 0 ¡ r(F ) ¡ 2, ÚÎÁÞÉÔ r(F ) = 1, ÚÎÁÞÉÔ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ F = O(k). ôÁË ËÁË ¯(E) ∈ (−1; 0], ÔÏ k ≥ 0. œÌÏÖÅÎÉÅ F ⊂ E ÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Hom(O(k); E) = H^0(E(−k)), ÎÏ ÐÒÉ k ≥ 0 H^0(E(−k)) ⊂ H^0(E).

(i) (=⇒) åÓÌÉ H^0(E) ≠ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ O → E. ôÁË ËÁË E ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÇÏ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÑÄÒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 0. ôÁË ËÁË O ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÑÄÒÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÚÎÁÞÉÔ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ É ÔÁË ËÁË ¯(O) = 0 ≥ ¯(E), ÔÏ O ⊂ E | ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÊ ÐÏÄÐÕÞÏË.

(ii) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 15.12 (ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒ). åÓÌÉ E | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^2 ÒÁÎÇÁ 2, ÔÏ ´_E := c^2_1 −4 c_2 ¡ 0, Á ÅÓÌÉ E | ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÔÏ ´_E ≤ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄËÒÕÔËÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÏ. ôÏÇÄÁ H^0(E) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, E^∗ ÔÏÖÅ ÐÏ- ÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ óÅÒÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^2(E) ∼= H^0(E^∗(−3)) = 0. úÎÁÞÉÔ Ø(E) = − dim H^1(E) ≤ 0. îÏ ÐÏ ÔÅÏÅÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{ òÏÈÁ Ø(E) =

(_{x1+2} 2 ) + (_{x2+2} 2 ) = [(x^2_1+x^2)+3(x_1 +x_2)+4]=2 = [c^2_1 +3 c_1 −2 c_2 +4]=2.

åÓÌÉ c_1 = 0, ÔÏ Ø(E) = 2 − c_2 ≤ 0, ÚÎÁÞÉÔ c_2 ≥ 2 É ´_E = −4 c_2 ¡ 0. åÓÌÉ ÖÅ c_1 = −1, ÔÏ Ø(E) = 1 − c_2 ≤ 0, ÚÎÁÞÉÔ c_2 ≥ 1 É ´_E = 1 − 4 c_2 ¡ 0. □

éÚÕÞÉÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÅÄÍÅÔ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 15.13. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ N ÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÎÁ P^3 ÓÔÁÂÉÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË r(N ) = 2, c_1(N ) = 0, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.11 ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ H^0(P^3; N ) = 0. îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ N ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → N → T (−1) → O(1) → 0, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V = H^0(P^3; T (−1)) → H^0(P^3; O(1)) = V^∗ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ H^•(P^3; N ) = 0. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) H^i(P^3; N (−1)) = C ÐÒÉ i = 1 É 0 ÐÒÉ i ≠ 1; (2) H^i(P^3; N (−2)) = C ÐÒÉ i = 2 É 0 ÐÒÉ i ≠ 2; (3) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ N_{|P}2 ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P^2 ⊂ P^3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.15. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^n, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 Y ⊂ P^n Ó det N_{Y =P}n = O_Y (k). (1) E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ⇐⇒ k ¿ 0 É Y ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ k=2. (2) ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ, ÔÏ E ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ ⇐⇒ k ≥ 0 É Y ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ (k=2) − 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.16. ðÕÓÔØ E | ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 3. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ÐÒÉ c_1(E) = −1 ÉÌÉ −2, E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ⇐⇒ H^0(E) = H^0(E^∗(−1)) = 0; (2) ÐÒÉ c_1(E) = 0, E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ⇐⇒ H^0(E) = H^0(E^∗) = 0; (3) ÐÒÉ c_1(E) = 0, E ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ ⇐⇒ H^0(E(−1)) = H^0(E^∗(−1)) = 0.

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÏÓÌÅÄÏË, ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë P^n. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ˙^1(1). äÌÑ ÎÅÇÏ c_1 = −1, r = n, ÔÁË ÞÔÏ ¯ = −1=n. ðÕÓÔØ F ⊂ ˙^1(1) | ÄÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÊ ÐÏÄÐÕÞÏË, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÐÕÞÏË ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË ˙^1(1) ⊂ O^{n+1}, ÔÏ F | ÐÏÄÐÕÞÏË Œ O^{n+1}, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Q = O^{n+1}=F | ÔÏÖÅ ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). åÓÌÉ c_1(F ) ¡ 0, ÔÏ ÔÁË ËÁË r(F ) ≤ n − 1, ÔÏ ¯(F ) ≤ −1=r ≤ −1=(n − 1) ¡ −1=n, ÚÎÁÞÉÔ c_1(F ) ≥ 0, Á c_1(Q) ≤ 0.

ìÅÍÍÁ 15.17. ðÕÓÔØ Q | ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ P^n Ó c_1(Q) ≤ 0. ôÏÇÄÁ Q ∼= O^r .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ r = r(Q). œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ Q ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏ- ÂÏÄÅÎ, É ŒÙÂÅÒÅÍ r ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ ÓÌÏÑ Q. ðÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : O^r → Q. œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ker Œ = 0, Ô.Å. ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O^r → Q → T → 0, ÇÄÅ T | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ c_1(T ) = c_1(Q) ≤ 0. îÏ ÐÏ ÔÏÅÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{ òÏÈÁ P_T (m) = c_1(T )m^{n−1}=(n − 1)! + : : : , ÚÎÁÞÉÔ c_1(T ) = 0 É codim supp(T ) ≥ 2. îÏ ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ Ext^1(T; O) ∼= H^{n−1}(P^n; T (−n − 1))^∗, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, Ô.Ë. dim suppT ≤ n − 2. úÎÁÞÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ T ⊂ Q, ÔÏ ÅÓÔØ T = 0, ÔÁË ËÁË Q ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, É Q = O^r . □ éÔÁË, O^{n+1}=F ∼= O^r , ÚÎÁÞÉÔ F ∼= O^{n+1−r}, ÎÏ H^0(˙(1)) = 0, ÚÎÁÞÉÔ F = 0.

15.3. æÉÌØÔÒÁÃÉÑ èÁÒÄÅÒÁ-îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÕÞËÉ ËÒÕÞÅ- ÎÉÑ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 15.18 (èÁÒÄÅÒ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎ). ðÕÓÔØ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË. óÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ 0 = E_0 ⊂ E_1 ⊂ · · · ⊂ E_{m−1} ⊂ E_m = E Ô.Þ. E_i=E_{i−1} | ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÐÕÞËÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁËÌÏ- ÎÏŒ p_i = p_{Ei =Ei+1} ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÅÔ p_1 ¿ p_2 ¿ · · · ¿ p_m.

üÔÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. äÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏŒ.

îÁÚÏŒÅÍ ÐÏÄÐÕÞÏË F ⊂ E ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÄÐÕÞËÅ F^′ ⊂ E Ó p_F ′ ≥ p_F . ôÁË ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÅÔÅ- ÒÏŒÁ, ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄÐÕÞÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÏÄÐÕÞËÅ Ó ÎÅ ÍÅÎØÛÉÍ ÎÁËÌÏÎÏÍ. èÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ.

ìÅÍÍÁ 15.19. ðÕÓÔØ F ⊂ E | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË. åÓÌÉ G ⊂ E, ÐÒÉÞÅÍ p_G ≥ p_F É G ⊄ F , ÔÏ p_{F ∩G} ¿ p_G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÕÞÏË F + G = Im(F ⊕ G → E) ⊂ E. ôÁË ËÁË G ⊄ F , ÔÏ F ⊊ F +G, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ F ÉÍÅÅÍ p_{F +G} ¡ p_F .

úÎÁÞÉÔ p_{(F +G)=F} ¡ p_F . îÏ (F +G)=F ∼= G=(F ∩G), ÚÎÁÞÉÔ p_{G=(F ∩G)} ¡ p_F ≤ p_G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ p_{F ∩G} ¡ p_G. □ ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F ⊂ E | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

ìÅÍÍÁ 15.20. ðÕÞÏË F ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ G ⊂ F Ó p_G ¿ p_F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ G^′ ⊂ F | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Œ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ G, Á G^{′′} ⊂ E | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Œ E, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ G^′. åÓÌÉ G^{′′} ⊂ F , ÔÏ r(G^{′′}) ¡ r(F ) (ÅÓÌÉ r(G^{′′}) = r(F ), ÔÏ p_G′′ ≤ p_F | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó p_G′′ ≥ p_G′ ≥ p_G ¿ p_F ), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ r(F ) ÓÒÅÄÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ! úÎÁÞÉÔ G^{′′} ⊄ F . ôÏÇÄÁ p_{F ∩G}′′ ¿ p_G′′ ≥ p_G′ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ G^′ Œ F . □ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ: ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ r(E). ðÕÓÔØ E_1 ⊂ E | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ôÏÇÄÁ E_1 ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ. ðÏÌÏÖÉÍ E^′ = E=E_1. ôÏÇÄÁ E^′ | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÉÎÁÞÅ ÐÏÌÏÖÉÍ E^′_1 = Ker(E → E^′ → E^′=T_E′ ) É ÐÏÌÕÞÉÍ p_E′_1 ≥ p_{E1} , ÔÁË ÞÔÏ E_1 ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ). ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÕÞÏË E^′ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ 0 ⊂ E^′_1 ⊂ · · · ⊂ E^′_m = E^′. ðÏÌÏÖÉÍ E_i = Ker(E → E^′ → E^′=E^′_{i−1}). ôÏÇÄÁ E_{i+1}=E_i ∼= E^′_i=E^′_{i−1} ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p_{E1} ¿ p_{E2=E1} . îÏ ÅÓÌÉ p_{E1} ≤ p_{E2=E1} , ÔÏ p_{E1} ≤ p_{E2} , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ E_1. □ ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ 0 = E_0 ⊂ E_1 ⊂ · · · ⊂ E_{m−1} ⊂ E_m = E | ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ p_{max}(E) = p_{E1} , p_{min}(E) = p_{Em =Em−1} .

ìÅÍÍÁ 15.21. åÓÌÉ E É F ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙ É p_E ¿ p_F , ÔÏ Hom(E; F ) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ 0 ≠ f ∈ Hom(E; F ). ôÁË ËÁË F ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌÅÎ, p_{Im f} ≤ p_F ¡ p_E , ÚÎÁÞÉÔ p_E ¡ p_{Ker f} , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ E. □

ìÅÍÍÁ 15.22. åÓÌÉ p_{min}(E) ¿ p_{max}(F ), ÔÏ Hom(E; F ) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ 0 = F_0 ⊂ F_1 ⊂ · · · ⊂ F_{l−1} ⊂ F_l = F | ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ m + l. åÓÌÉ m = l = 0 ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ m ¿ 0 É ÐÕÓÔØ 0 ≠ f ∈ Hom(E; F ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ E_1 → E → F → F=F_{l−1}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.21 ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ f(E_1) ⊂ F_{l−1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ E_1 → F_{l−1} → F_{l−1}=F_{l−2}. óÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.21 ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ f(E_1) ⊂ F_{l−2}. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÖÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f(E_1) = 0. úÎÁÞÉÔ f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f^′ : E=E_1 → F . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë f^′ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f^′ = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ É f = 0. □ ðÕÓÔØ E_• | ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ èÁÒÄÅÒÁ{îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ ÎÁ ÐÕÞËÅ E, Á p | ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÁ (Ô.Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n = dim X É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ h^n=n!). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ E_p = E_k, ÇÄÅ k = max{i | p_{Ei=Ei−1} ≥ p}; É gr^{HN}_p (E) = E_k=E_{k−1}, ÅÓÌÉ p_{Ek=Ek−1} = p.

ìÅÍÍÁ 15.23. ðÕÓÔØ f : E → F | ÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ p(E_p) ⊂ F_p ÄÌÑ ŒÓÅÈ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ f^′ : E_p → E → F → F=F_p. ñÓÎÏ, ÞÔÏ p_{max}(E_p) ≥ p ¿ p_{min}(F=F_p), ÚÎÁÞÉÔ f^′ = 0, ÔÏ ÅÓÔØ f(E_p) ⊂ F_p. □ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ: ðÕÓÔØ E^′_• | ÄÒÕÇÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ èÁÒÄÅÒÁ{ îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ id : E → E. ôÏÇÄÁ E_p = id(E_p) ⊂ E^′_p. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ E^′_p ⊂ E_p. úÎÁÞÉÔ E_p = E^′_p É ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. □