16. èÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P^n = P(V ), Á G_n = Gr(2; V ) | ÇÒÁÓÓÍÁ- ÎÉÁÎ ÐÒÑÍÙÈ Œ P^n. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L ∈ G_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÔÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ a^E (L) = (a^E_1 (L); : : : ; a^E_r (L)) ∈ Z^r | ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ E_{|L} = O_L(a^E_1 (L))⊕· · ·⊕O_L(a^E_r (L)). îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z^r ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË É a^E := min{a^E (L) | L ∈ G_n } ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÔÉÐÏÍ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_E ⊂ G_n ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ L ∈ U_E ÉÍÅÅÍ a^E (L) = a^E , Á ÄÌÑ L ∉ U_E ÉÍÅÅÍ a^E (L) ¿ a^E .

ðÕÓÔØ F_n = {(x; L) ∈ P^n × G_n | x ∈ L} | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p : F_n → P^n É q : F_n → G_n | ÐÒÏÅËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ V_E := p(q^{−1}(U_E )) ⊂ P^n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË x ∈ P^n, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÏÂÝÉÍ ÔÉÐÏÍ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ. ïÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ Œ P^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 16.1. ðÕÓÔØ a^E = (a_1; : : :; a_r) | ÏÂÝÉÊ ÔÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P^n. åÓÌÉ a_s − a_{s+1} ≥ 2 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ 1 ≤ s ≤ r − 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÕÞÏË F ⊂ E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÁ V_E ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ E É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ L ∈ U_E ÉÍÅÅÍ F_{|L} ∼= O_L(a_1) ⊕ · · · ⊕ O_L(a_s).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ | ÒÁÚÏÂSSÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏŒ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ E, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ a_1 ≥ · · · ≥ a_s = 0 É −2 ≥ a_{s+1} ≥ · · · ≥ a_r.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ~U_E = q^{−1}(U_E ) ⊂ F_n, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ L ∈ G_n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ~L = q^{−1}(L). ôÏÇÄÁ ~U_E ⊂ F_n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ~L ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ p Ó ÐÒÑÍÏÊ L ⊂ P^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p^∗E ÎÁ F_n, ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : q^∗q_∗p^∗E → p^∗E. É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ~F = Im Œ ⊂ E.

ìÅÍÍÁ 16.2. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ~U_E ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ s. åÇÏ ÏÂÒÁÚ ~F ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ~L = q^{−1}(L), L ∈ U_E , ÒÁŒÅÎ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ O_{~L}(a_1) ⊕ · · · ⊕ O_{~L}(a_s) ⊂ O_{~L}(a_1) ⊕ · · · ⊕ O_{~L}(a_r ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: q^∗q_∗p^∗E_{| ~UE} = q^∗q_∗(p^∗E_{| ~UE} ). ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ∀L ∈ U_E ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ H^i(q^{−1}(L); p^∗E_{|q}−1_{(L)}) ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ (ÏÎÉ ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ a^E (L) = a^E ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏÌÕÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ q_∗(p^∗E_{| ~UE} ) | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á ÅÇÏ ÓÌÏÊ Œ ÔÏÞËÅ L ∈ U_E ÒÁŒÅÎ

H^0(~L; p^∗E_{|~L}) = H^0(~L; O_{~L}(a_1) ⊕ · · · ⊕ O_{~L}(a_r )) = H^0(~L; O_{~L}(a_1) ⊕ · · · ⊕ O_{~L}(a_s)):

ôÁË ËÁË ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O_{~L}(a_1) ⊕ · · · ⊕ O_{~L}(a_s) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉ- ÑÍÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ~F_{|~L} = O_{~L}(a_1) ⊕ · · · ⊕ O_{~L}(a_s) ⊂ p^∗E_{|~L}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ~F_{| ~UE} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ s Œ p^∗E_{| ~UE} . □

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ~Q = p^∗E= ~F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X = F_n \ S( ~Q) ⊂ F_n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÕÞÏË ~Q ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ (É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ ~F ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ p^∗E). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ~U_E ⊂ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Y = p(X) ⊂ P^n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y ÏÔËÒÙÔÏ Œ P^n É V_E ⊂ Y . úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ codim_Pn(P^n\ Y ) ≥ 2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, V_E , Á ÚÎÁÞÉÔ É Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÕÀ, Á ÅÓÌÉ codim(P^n \ Y ) ≤ 1, ÔÏ P^n \ Y ÐÅÒÅÓÅËÁÌÏÓØ ÂÙ Ó ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ P^n.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÌÏÊ X ∩ p^{−1}(y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ p^{−1}(y) ∼= P^{n−1}, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ X ∩ p^{−1}(y) ÓŒÑÚÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ T_X → p^∗T_Y | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ p : X → Y 1

| ÓÕÂÍÅÒÓÉÑ) ÓÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ F^′ ÎÁ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ~F_{|X} ∼= p^∗F^′. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁ- ÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ï ÓÐÕÓËÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T_{X=Y} := Ker(T_X → p^∗T_Y ) | ÏÔÎÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 16.3. ðÕÓÔØ p : X → Y | ÓÕÂÍÅÒÓÉÑ ÓÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ, E | ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ ÎÁ Y , Á ~F ⊂ p^∗E | ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. åÓÌÉ Hom(T_{X=Y} ; Hom( ~F ; p^∗E= ~F )) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ⊂ E ÎÁ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ~F = p^∗F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ r( ~F ) = s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr_Y (s; E). üÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓËÌÅÅÎÎÏÅ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ U_i × Gr(s; r), (ÚÄÅÓØ {U_i} | ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÕÀÝÅÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E, Á r = r(E)) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÃÉËÌÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E Œ ÐÏËÒÙÔÉÉ {U_i}, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ P_Y (E) ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ U_i × P^{r−1}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ß : Gr_Y (s; E) → Y , ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y ∈ Y | ÜÔÏ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÉÁÎ Gr(s; E_y). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ß^∗E ÎÁ Gr_Y (s; E) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁŒÔÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ S ⊂ ß^∗E ÒÁÎÇÁ s, ËÏÔÏÒÏÅ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ Gr(s; r), ÐÏÄÎÑÔÙÈ ÎÁ U_i ×Gr(s; r). œ ÓÌÕÞÁÅ s = 1 ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ O_{PY (E)=Y} (−1). åÓÌÉ f : Y → Gr_Y (s; E) | ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß (ÔÏ ÅÓÔØ ß ∘ f = id_Y ), ÔÏ f^∗S ⊂ f^∗ß^∗E = E | ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ s. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ F ⊂ E | ÐÏÄÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ s, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y → Gr_Y (s; E), y → F_y ∈ Gr(s; E_y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ F ⊂ E ÒÁÎÇÁ s É ÓÅÞÅÎÉÊ f : Y → Gr_Y (s; E) ÐÒÏÅËÃÉÉ ß.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gr_Y (s; E) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÈÅÍÅ S ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (¸; F ), ÇÄÅ ¸ : S → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ, Á F ⊂ ¸^∗E | ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ s. þÔÏ ÂÕÄÅÔ \ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ"?

éÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ⊂ E, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÞÅ- ÎÉÅ f : Y → Gr_Y (s; E) ÐÒÏÅËÃÉÉ ß : Gr_Y (s; E) → Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~F ⊂ p^∗E, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ~f : X → Gr_X (s; p^∗E) ÐÒÏÅËÃÉÉ ~ß : Gr_X (s; p^∗E) → X. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ~F = p^∗F ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ~p ∘ ~f = f ∘ p, ÇÄÅ ~p : Gr_X (s; p^∗E) → Gr_Y (s; E) | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gr_X (s; p^∗E) ∼= Gr_Y (s; E) ×_Y X É p ∘ ~ß = ß ∘ ~p. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ~p^∗S ⊂ ~p^∗ß^∗E = ~ß^∗p^∗E | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Gr_X (s; p^∗E).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ f^′ = ~p ∘ ~f : X → Gr_Y (s; E), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ß ∘ f^′ = ß ∘ ~p ∘ ~f = p ∘ ~ß ∘ ~f = p, É ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f^′ = f ∘ p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f : Y → Gr_Y (s; E) (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ß ∘ f ∘ p = ß ∘ f^′ = p, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ p ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ß ∘ f = id_Y ). X p � � �^f ′ � Gr_Y (s; E) ß � � Y f �

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁ p. á ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f^′ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ ÓÌÏÑÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ f^′ ŒÄÏÌØ ÓÌÏÅŒ

ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË ÓÌÏÉ ÓŒÑÚÎÙ!). îÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ŒÄÏÌØ ÓÌÏÅŒ | ÜÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ d_{X=Y} f^′ : T_{X=Y} → f^{′∗}T_{GrY (s;E)=Y} , ÐÏÜÔÏÍÕ, ŒŒÉÄÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f^{′∗} Hom(S; ß^∗E=S) ∼= Hom(f^{′∗}S; f^{′∗}ß^∗E=f^{′∗}S) ∼= Hom( ~F ; p^∗E= ~F ) (Ô.Ë. ~p^∗S ⊂ ~p^∗ß^∗E = ~ß^∗p^∗E | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr_X (s; p^∗E), ÔÏ f^{′∗}S = ~f^∗ ~p^∗S = ~F ) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ. □

ìÅÍÍÁ 16.6. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T_{GrY (s;E)=Y} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ Hom(S; ß^∗E=S).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: îÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ U_i × Gr(s; r) ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ T_{Ui×Gr(s;r)} ∼= T_{Ui} ⊕ T_{Gr(s;r)}. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, T_{Gr(s;r)} = Hom(S; O^r =S), ÇÄÅ S ⊂ O^r | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Gr(s; r). úÁÐÉÛÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(S; O^r =S) → T_{Ui×Gr(s;r)} → T_{Ui} → 0:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÉ Gr_Y (s; E) ÉÚ U_i × Gr(s; r), ÔÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(S; ß^∗E=S) → T_{GrY (s;E)} → ß^∗T_Y → 0;

ËÏÔÏÒÁÑ É ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. □ þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 16.3 Œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÎÁÄÏ ÏÐÉÓÁÔØ T_{Fn=P}n É Hom( ~F ; p^∗E= ~F ). äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ T_{Fn=P}n ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.7. F_n ∼= P_{P(V )}(V ⊗ O=O(−1)). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ çÒÏ- ÔÅÎÄÉËÁ O_{PP(V )(V ⊗O=O(−1))=P(V )}(−1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ q^∗L=p^∗O(−1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ T_{Fn=P(V)} ∼= Hom(q^∗L=p^∗O(−1); V ⊗ O_{Fn}=q^∗L).

ìÅÍÍÁ 16.8. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T_{Fn=P}n ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ~L = q^{−1}(L) ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ V =L ⊗ O_{~L}(−1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ q^∗L_{|~L} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ L ⊗ O_{~L}, Á p^∗O(−1) ∼= O_{~L}(−1). ðÏÜÔÏÍÕ q^∗L=p^∗O(−1) = L ⊗ O_{~L}=O_{~L}(−1) ∼= O_{~L}(1), Á (V ⊗ O_{Fn}=q^∗L)_{|~L} = V ⊗ O_{~L}=L ⊗ O_{~L} ∼= (V =L) ⊗ O_{~L}. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ T_{Fn=Pn|~L} ∼= Hom(O_{~L}(1); V =L ⊗ O_{~L}) ∼= V =L ⊗ O_{~L}(−1). □

ìÅÍÍÁ 16.9. åÓÌÉ L ∈ U_E , ÔÏ Hom( ~F ; p^∗E= ~F )_{|~L} ∼= ⊕_{k≤s;l≥s+1}O_{~L}(a_l − a_k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ~F_{|~L} ∼= ⊕_{k≤s}O_{~L}(a_k), Á (p^∗E= ~F )_{|~L} ∼= ⊕_{l≥s+1}O_{~L}(a_k). □ úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ l ≥ s + 1, k ≤ s ÉÍÅÅÍ a_l − a_k ≤ −2, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ T_{X=Y} → Hom( ~F ; p^∗E= ~F ) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ ~L, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ q^{−1}(U_E ), Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ X, ÔÁË ËÁË q^{−1}(U_E ) ÐÌÏÔÎÏ Œ X. úÎÁÞÉÔ ~F_{|X} ∼= p^∗F^′, ÇÄÅ F^′ | ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Œ E_{|Y} . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F^′ ⊂ E_{|Y} ÄÏ ÐÏÄÐÕÞËÁ ÎÁ ŒÓÅÍ P^n. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÕÞÏË F = j_∗F^′, ÇÄÅ j : Y → P^n | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 16.10. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÞËÁ G ÎÁ Y ÉÍÅÅÍ j^∗j_∗G ∼= G. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ U ⊂ Y | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ, ÔÏ j(U ) = U É (j^∗j_∗G)(U ) = (j_∗G)(j(U )) ⊗_{O(j(U))} O(U ) = (j_∗G)(j(U )) = G(U ). □

ìÅÍÍÁ 16.11. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ j_∗O_Y ∼= O_Pn, j_∗j^∗E ∼= E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÕÞËÁ j_∗O_Y ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ P^n | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y ∩ U . îÏ codim(P^n \ Y ) ≥ 2, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Y ∩ U ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ U . äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (j_∗j^∗E)(U ) = j^∗E(Y ∩ U ) = E(Y ∩ U ) ⊗_{O(U)} O(Y ∩ U ) = E(Y ∩ U ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ E → j_∗j^∗E ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ P^n ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ E(U ) → E(Y ∩U ). ôÁË ËÁË ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ E → j_∗j^∗E ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÁË ËÁË E ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. □ éÔÁË, F^′ ⊂ E_{|Y} = j^∗E, ÚÎÁÞÉÔ F := j_∗F^′ ⊂ j_∗j^∗E ∼= E, ÐÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÍ j^∗F = j^∗j_∗F^′ ∼= F^′ ÐÏÜÔÏÍÕ F | ÉÓËÏÍÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ë ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.12. (1) åÓÌÉ E | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n ÒÁÎÇÁ r É ÔÉÐÁ a^E = (a_1; : : : ; a_r) É a_s − a_{s+1} ≥ 2, ÔÏ E | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÉÐÁ (a_1; : : : ; a_s) É (a_{s+1}; : : : ; a_r). (2) åÓÌÉ E | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n ÒÁÎÇÁ n, ÔÏ a_s − a_{s+1} ≤ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ≤ s ≤ n − 1, ÇÄÅ a^E = (a_1; : : : ; a_n) | ÔÉÐ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. (3)^∗ åÓÌÉ E | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^2, ÔÏ E ∼= T (a).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÎÁÛÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.13. åÓÌÉ E | ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n ÒÁÎÇÁ r, Ó ÏÂÝÉÍ ÔÉÐÏÍ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ (a_1; : : : ; a_r), ÔÏ a_s −a_{s+1} ≤ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ≤ s ≤ r −1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ a_s − a_{s+1} ≥ 2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÄÐÕÞÏË F ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ. œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏŒ þÖÅÎÑ ÉÍÅÅÍ c_1(F ) = c_1(F_{|L}) = a_1 + · · ·+ a_s, ÐÏÜÔÏÍÕ ¯(F ) ≥ (a_1 + · · · + a_s)=s ¿ (a_1 + · · · + a_r)=r = c_1(E)=r = ¯(E). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.14 (çÒÁÕÜÒÔ{íÀÌÉÈ). åÓÌÉ E | ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n ÒÁÎÇÁ 2, ÔÏ a^E = (0; 0) ÉÌÉ a^E = (0; −1).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ S_E ⊂ G_n ÐÒÑÍÙÈ ÐÏÄÓËÏËÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

ìÅÍÍÁ 16.15. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S_E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ c_2(E) Œ G_n .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ n = 2. ôÏÇÄÁ G_2 ∼= P^2, Á F_2 ⊂ P^2 × G_2 | ÄÉŒÉÚÏÒ ÓÔÅÐÅÎÉ (1; 1), ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÔØ 0 → O(−1; −1) → O → i_∗O_{F2} → 0, ÇÄÅ i : F_2 → P^2 × G_2 | ŒÌÏÖÅ- ÎÉÅ. ðÕÓÔØ ~p É ~q | ÐÒÏÅËÃÉÉ P^2 × G_2 ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÁË ÞÔÏ p = ~p ∘ i, q = ~q ∘ i. úÎÁÞÉÔ q_∗p^∗(E(−1)) ∼= ~q_∗i_∗i^∗ ~p^∗(E(−1)) ∼= ~q_∗(~p^∗E(−1) ⊗ i_∗O_{F2}). úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ R^i ~q_∗(~p^∗E(−1)) = H^i(E(−1)) ⊗ O_{G2}, R^i ~q_∗(~p^∗E(−1) ⊗ O(−1; −1)) = H^i(E(−2)) ⊗ O_{G2}(−1). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØ- ÎÏÓÔØÀ E É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ óÅÒÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^0(E(−1)) = H^0(E(−2)) = 0, H^2(E(−1)) = H^2(E(−2)) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → q∗p^∗(E(−1)) → H^1(E(−2)) ⊗ OG_2 (−1) → H^1(E(−1)) ⊗ OG_2 → R^1 q∗p^∗(E(−1)) → 0: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ q_∗p^∗E(−1) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÎÁ U_E , Á ÐÕÞÏË H^1(E(−2)) ⊗ O_{G2}(−1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ q_∗p^∗E(−1) = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ supp(R^1q_∗p^∗(E(−1))) = S_E , ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ c_1(R^1q_∗p^∗(E(−1))). éÚ ÔÏÞ- ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ dim H^1(E(−2)) = −Ø(E(−2)) = −x(x − 1)=2 − y(y − 1)=2 = xy − (x + y)(x + y − 1)=2, ÇÄÅ x; y | ËÏÒÎÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. îÏ x + y = c_1(E) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ xy = c_2(E), ÞÔÏ É

ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n ≥ 2. œÙÂÅÒÅÍ ÏÂÝÕÀ P^2 ⊂ P^n. ôÏÇÄÁ G_2 ⊂ G_n É F_2 ⊂ F_n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ S_E ∩ G_2 = S_{E|P2} , ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ É ÓÌÅÄÕÅÔ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÓÔÁ- ÂÉÌØÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P^n ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ.

ïÔÞÁÓÔÉ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÁÕÜÒÔÁ{íÀÌÉÈÁ. ìÅÍÍÁ 16.17. åÓÌÉ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÐÒÑÍÏÊ L ⊂ P^n ÉÍÅÅÍ E_{|L} ∼= O_L ⊕ O_L, ÔÏ E ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n. óÌÕÞÁÊ n = 1 ÏÞÅŒÉÄÅÎ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n ≥ 2. ðÕÓÔØ L | ÏÂÝÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. œÙÂÅÒÅÍ P^{n−1} ⊂ P^n, ÔÁË ÞÔÏ L ⊂ P^{n−1}. ôÏÇÄÁ E_{|P}n−1 ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ H^0(P^{n−1}; E_{|P}n−1 (−k)) = 0 ÐÒÉ k ≥ 1. éÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → E(−1) → E → i_∗(E_{|P}n−1) → 0, ÇÄÅ i : P^{n−1} → P^n | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ H^0(P^n; E(−k−1)) → H^0(P^n; E(−k)) | ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÐÒÉ k ≥ 1. îÏ H^0(P^n; E(−k)) = 0 ÐÒÉ k ≫ 0, ÚÎÁÞÉÔ H^0(P^n; E(−1)) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ E ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 16.18 (âÁÒÔ{íÁÒÕÑÍÁ). ðÕÓÔØ n ≥ 3 É E | ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^n. äÌÑ ÏÂÝÅÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ P^{n−1} ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E_{|P}n−1 ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÏ. åÓÌÉ c_1(E) = 0, ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ çÒÁÕÜÒÔÁ{íÀÌÉÈÁ. ðÕÓÔØ c_1(E) = −1. ðÕÓÔØ L | ÏÂÝÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÔÁË ÞÔÏ E_{|L} = O_L ⊕ O_L(−1). ðÏÌØ- ÚÕÑÓØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H ∼= P^{n−1} ⊂ P^n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ L ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^0(H; E_{|H}) → H^0(L; E_{|L}) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ H ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E_{|H} ÎÅ ÐÏ- ÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^0(H; E_{|H}) → H^0(L; E_{|L}) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^⊥ ∼= P^{n−2} ŒÓÅÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ P^n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ L. ðÕÓÔØ Q = {(x; H) ∈ P^n × L^⊥ | x ∈ H} ⊂ P^n × L^⊥. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p : Q → P(V ) É q : Q → L^⊥ ÐÒÏÅËÃÉÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ L × L^⊥ ⊂ Q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i : L × L^⊥ → Q | ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

P^n Q p� q � L × L^⊥ i �

L^⊥ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ Q ÍÏÒÆÉÚÍ p^∗E → i_∗i^∗p^∗E É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ q_∗. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ q_∗p^∗E ∼= q_∗i_∗i^∗p^∗E. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ p ∘ i | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÅË- ÃÉÉ L × L^⊥ → L É ŒÌÏÖÅÎÉÑ L → P^n, Á q ∘ i | ÐÒÏÅËÃÉÑ L × L^⊥ → L^⊥, ÐÏÜÔÏÍÕ q_∗i_∗i^∗p^∗E ∼= H^0(L; E_{|L}) ⊗ O_L⊥ ∼= O_L⊥ . úÎÁÞÉÔ q_∗p^∗E ∼= O_L⊥ . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O_Q = q^∗q_∗p^∗E → E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÎÁ ÓÌÏÑÈ Q ÎÁÄ L^⊥ ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ O_H → E_{|H} ). ðÒÉÍÅÎÑÑ p_∗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ p_∗O_Q → p_∗p^∗E ∼= E ⊗ p_∗O_Q. îÏ p_∗O_Q ∼= O_Pn (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!), Ô.Å. ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ O_Pn → E, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ E. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.19. åÓÌÉ E | ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^n, ÔÏ ´_E = c_1(E)^2 − 4 c_2(E) ≤ 0.