17. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ.

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË) ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. îÏ ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÜÔÏÊ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ Ï ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ŒÏÏÂÝÅ.

ðÕÓÔØ K^• | ËÏÍÐÌÅËÓ (ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ) Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÅÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ F_•K^•: · · · ⊂ F_{i+1}K^• ⊂ F_iK^• ⊂ F_{i−1}K^• ⊂ : : : . òÅÇÕÌÑÒ- ÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∩_pF_pK^• = 0 É ∪_pF_pK^• = K^•. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G^•_F K^• | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, G^i_F K^• = F_iK^•=F_{i+1}K^•. óÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ:

ðÒÉÍÅÒ 17.1. ðÕÓÔØ C^{•;•} | ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ d^′ : C^{p;q} → C^{p+1;q} É d^{′′} : C^{p;q} → C^{p;q+1}, (ÔÏ ÅÓÔØ d^′ ∘ d^′ = 0, d^{′′} ∘ d^{′′} = 0 É d^′ ∘ d^{′′} = d^{′′} ∘ d^′). ðÏÌÏÖÉÍ K^• = Tot(C^{•;•}), ÔÏ ÅÓÔØ K^n = ⊕_{p+q=n}C^{p;q}, É d_{|C}p;q = d^′ + (−1)^pd^{′′}. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÎÁ K^• ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F^′_i K^• = Tot(C^{≥i;•}), ÔÏ ÅÓÔØ F^′_i K^n = ⊕_{p+q=n; p≥i}C^{p;q}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÑÔÅÓÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F^{′′}_i K^• = Tot(C^{•;≥i}), ÔÏ ÅÓÔØ F^{′′}_i K^n = ⊕_{p+q=n; q≥i}C^{p;q}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ K^• | ËÏÍÐÌÅËÓ, F^′_• É F^{′′}_• | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÕÂÙŒÁÀÝÉÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ, É G^i_F ′ K^• = (C^{i;•}[−i]; (−1)^id^{′′}), G^i_F ′′ K^• = (C^{•;i}[−i]; d^′).

ðÏÌÅÚÎÙ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ:

ðÒÉÍÅÒ 17.3. ðÕÓÔØ K^• | ËÏÍÐÌÅËÓ. ðÏÌÏÖÉÍ

œ_{≥p}K^n = { 0; n ¡ p K^n; n ≥ p

É ø_{≤−p}K^n =

K^n; n ¡ −p Ker d^n; n = −p 0; n ≥ −p

æÉÌØÔÒÁÃÉÑ : : : œ_{≥p+1}K^• ⊂ œ_{≥p}K^• ⊂ œ_{≥p−1}K^• ⊂ : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÕÐÏÊ, Á ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ : : : ø_{≤−(p+1)}K^• ⊂ ø_{≤−p}K^• ⊂ ø_{≤−(p−1)}K^• ⊂ : : : | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ G^i_F K^• ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÕÓÔØ F_• | ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ 2, ÔÏ ÅÓÔØ F_0K^• = K^• É F_2K^• = 0. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → G^1_F K^• → K^• → G^0_F K^• → 0;

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÚÍÅÅ ÄÁÅÔ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÊ · · · → H^i(K^•) → H^i(G^0_F K^•)^{@i}→ H^{i+1}(G^1_F K^•) → H^{i+1}(K^•) → : : : éÎÁÞÅ ÇÏ- ŒÏÒÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ 0 → Coker @^{i−1} → H^i(K^•) → Ker @^i → 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ H^i(K^•) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÄÌÉÎÙ 2, ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ @, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÍ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ, ŒÙÞÉÓÌÑÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ, ÍÙ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ. 1

ïÐÉÛÅÍ ÅÅ ÑŒÎÏ. ðÕÓÔØ Z^{p;q}_r = F_pK^{p+q} ∩ d^{−1}(F_{p+r} K^{p+q+1}) = {x ∈ F_pK^{p+q} | dx ∈ F_{p+r} K^{p+q+1}}:

åÓÌÉ r = 0, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Z^{p;q}_0 = F_pK^{p+q} . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Z^{p;q}_0 ⊃ Z^{p;q}_1 ⊃ Z^{p;q}_2 ⊃ : : : | ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. åÓÌÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÞÌÅÎÁ K^{p+q+1} ËÏÎÅÞÎÁ, Ô.Å. F_{p+r} K^{p+q+1} = 0 ÐÒÉ r ≫ 0, ÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ Z^{p;q}_r ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, Ô.Å. ÐÒÉ r ≫ 0 ÉÍÅÅÍ Z^{p;q}_r = Z^{p;q}_{r+1} (ÅÓÌÉ F_{p+r}K^{p+q+1} = 0, ÔÏ Z^{p;q}_r = F_pK^{p+q} ∩ Ker d).

ìÅÍÍÁ 17.4. éÍÅÅÍ Z^{p;q}_r ⊂ Z^{p−1;q+1}_{r+1} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Z^{p;q}_r = F_pK^{p+q} ∩ d^{−1}(F_{p+r} K^{p+q+1}), Á Z^{p−1;q+1} r+1 = F_{p−1}K^{p+q} ∩ d^{−1}(F_{p+r} K^{p+q+1}). □ ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ E^{p;q}_r = Z^{p;q}_r =(Z^{p+1;q−1} r−1 + dZ^{p−r+1;q+r−2} r−1 ):

ìÅÍÍÁ 17.5. éÍÅÅÍ E^{p;q}_1 = H^{p+q} (G^p_F K^•). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

E^{p;q}_1 = {x ∈ F_pK^{p+q} | dx ∈ F_{p+1}K^{p+q+1}}=(F_{p+1}K^{p+q} + dF_pK^{p+q−1}): œÓÑËÏÍÕ x ∈ E^{p;q}_1 ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ —x ∈ F_pK^{p+q} =F_{p+1}K^{p+q} = G^p_F K^{p+q} . ñÓÎÏ, ÞÔÏ d(—x) = 0, ÔÁË ËÁË dx ∈ F_{p+1}K^{p+q+1}. ôÏ ÅÓÔØ —x ∈ Ker d. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ dF_pK^{p+q−1} Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ E^{p;q}_1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÑÅÔÓÑ Œ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ- ÃÉÀ ÐÏ Im d Œ G^p_F K^{p+q} . □

ìÅÍÍÁ 17.6. d ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d^{p;q}_r : E^{p;q}_r → E^{p+r;q−r+1}_r . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ x ∈ Z^{p;q}_r . ôÏÇÄÁ dx ∈ F_{p+r}K^{p+q} ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ ddx = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ddx ∈ F_{p+2r}K^{p+q+1}, ÔÁË ÞÔÏ dx ∈ Z^{p+r;q−r+1}_r . ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ x ∈ Z^{p+1;q−1}_{r−1} , ÔÏ dx ∈ dZ^{p+1;q−1}_{r−1} = dZ^{(p+r)−r+1;(q−r+1)+r−2} r−1 , Á ÅÓÌÉ x ∈ dZ^{p−r+1;q+r−2} r−1 , ÔÏ dx = 0. ôÁË ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ d^{p;q}_r : E^{p;q}_r → E^{p+r;q−r+1} r . åÇÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d^{p;q}_1 : E^{p;q}_1 → E^{p+1;q}_1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÑ- ÚÙŒÁÀÝÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ @ : H^{p+q} (G^p_F K^•) → H^{p+q+1}(G^{p+1}_F K^•) ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → G^{p+1}_F K^• → F_pK^•=F_{p+2}K^• → G^p_F K^• → 0. ìÅÍÍÁ 17.8. Ker d^{p;q}_r = Im d^{p−r;q+r−1}_r ∼= E^{p;q}_{r+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ —x ∈ E^{p;q}_r , Á x ∈ Z^{p;q}_r | ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ. åÓÌÉ d^{p;q}_r —x = 0 Œ E^{p+r;q−r+1} r , ÔÏ dx ∈ Z^{p+r;q−r+1} r ÌÅÖÉÔ Œ Z^{p+r+1;q−r} r−1 + dZ^{p+1;q−1} r−1 .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ x ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Z^{p+1;q−1}_{r−1} ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ dx ∈ Z^{p+r+1;q−r} r−1 ⊂ F_{p+r+1}K^{p+q+1}. úÎÁÞÉÔ x ∈ Z^{p;q}_{r+1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ff(—x) ∈ E^{p;q}_{r+1}. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff : Ker d^{p;q}_r → E^{p;q}_{r+1}.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. åÓÌÉ x^′ ∈ Z^{p;q}_r | ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ —x, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ dx^′ ∈ Z^{p+r+1;q−r} r−1 . ôÏÇÄÁ x − x^′ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ y_1 + y_2, ÇÄÅ y_1 ∈ Z^{p+1;q−1}_{r−1} , y_2 ∈ dZ^{p−r+1;q+r−2} r−1 . ôÏÇÄÁ dy_1 = d(y_1 +y_2) = d(x−x^′) = dx−dx^′ ∈ Z^{p+r+1;q−r}_{r−1} ⊂ F_{p+r+1}K^{p+q+1}. ðÒÉ ÜÔÏÍ y_1 ∈ F_{p+1}K^{p+q} , ÐÏÜÔÏÍÕ y_1 ∈ Z^{p+1;q−1}_r . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, y_2 ∈ dZ^{p−r;q+r−1} r ÐÏ ÌÅÍÍÅ 17.4. úÎÁÞÉÔ ff(x − x^′) = 0.

ñÄÒÏ. ðÕÓÔØ ff(—x) = 0. úÎÁÞÉÔ x ∈ Z^{p+1;q−1}_r + dZ^{p−r;q+r−1}_r . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Z^{p+1;q−1} r ⊂ Z^{p+1;q−1} r−1 , ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ∈ dZ^{p−r;q+r−1}_r . îÏ ÔÏÇÄÁ x ∈ Im d^{p−r;q+r−1} r . é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ —x = d^{p−r;q+r−1}_r (—y), ÔÏ x = dy, y ∈ Z^{p−r;q+r−1} r , ÐÏÜÔÏÍÕ ff(—x) = 0.

ïÂÒÁÚ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ E^{p;q}_{r+1} É ÐÏÄÎÉÍÅÍ ÅÇÏ Œ Z^{p;q}_{r+1}. ôÁË ËÁË Z^{p;q}_{r+1} ⊂ Z^{p;q}_r , ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ x ∈ Z^{p;q}_r , Á ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ dx ∈ F_{p+r+1}K^{p+q+1} ÄÁÓÔ d^{p;q}_r (—x) = 0. úÎÁÞÉÔ ff ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. □ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ F_•K^• ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ K ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ ÇÒÕÐÐ Z^{p;q}_r ÄÌÑ ŒÓÅÈ p; q, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÇÒÕÐÐ E^{p;q}_r . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z^{p;q}_∞ É E^{p;q}_∞ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ E^n := H^n(K^•). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_iE^n ⊂ E^n ÏÂÒÁÚ H^n(F_iK^•) Œ H^n(K^•).

ôÅÏÒÅÍÁ 17.9. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ F_•K^• ËÏÎÅÞÎÁ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ K. ôÏÇÄÁ E^{p;q}_∞ ∼= F_pE^{p+q} =F_{p+1}E^{p+q} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÉ r ≫ 0 ÉÍÅÅÍ

Z^{p;q}_r = F_pK^{p+q} ∩ d^{−1}(F_{p+r} K^{p+q+1}) = F_pK^{p+q} ∩ d^{−1}(0); dZ^{p−r+1;q+r−2} r−1 = d(F_{p−r+1}K^{p+q−1} ∩ d^{−1}(F_pK^{p+q} )) = d(K^{p+q−1}) ∩ F_pK^{p+q} :

ðÏÜÔÏÍÕ E^{p;q}_∞ = (F_pK^{p+q} ∩ Ker d)=(F_{p+1}K^{p+q} ∩ Ker d + F_pK^{p+q} ∩ Im d).

ðÕÓÔØ —x ∈ F_pE^{p+q} . ðÕÓÔØ x ∈ H^{p+q} (F_pK^•) | ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ. úÎÁÞÉÔ x ∈ F_pK^{p+q} , dx = 0. úÎÁÞÉÔ x ∈ Z^{p;q}_∞ . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fi(—x) ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ E^{p;q}_∞ .

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. åÓÌÉ x^′ | ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ, ÔÏ x − x^′ ∈ F_pK^{p+q} ∩ Im d, ÐÏÜÔÏÍÕ fi(x^′) = fi(x).

ñÄÒÏ. ðÕÓÔØ fi(—x) = 0. úÎÁÞÉÔ x = x_1 + x_2, ÇÄÅ x_1 ∈ F_{p+1}K^{p+q} ∩ Ker d, x_2 ∈ F_pK^{p+q} ∩ Im d. îÏ ÔÏÇÄÁ —x = —x_1 ∈ F_{p+1}E^{p+q} . ðÏÜÔÏÍÕ Ker fi = F_{p+1}E^{p+q}.

ïÂÒÁÚ. óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. □

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏŒÁÍÉ ÔÁË: ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ E^{p;q}_1 = H^{p+q} (G^p_F K^•) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë E^n = H^n(K^•), ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ E^{p;q}_1 = H^{p+q} (G^p_F K^•) =⇒ E^n = H^n(K^•).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ ÔÏÔÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.10. åÓÌÉ ∀n ∈ Z{p ∈ Z| C^{p;n−p} ≠ 0} ËÏÎÅÞÎÏ (ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÉ- ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ E^{p;q}_2 = H^p_d′ (H^q_d′′ (C^{•;•})), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë E^n = H^n(Tot(C^{•;•})).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ F^′ ÎÁ K^• = Tot(C^{•;•}). ôÏÇÄÁ E^{p;q}_1 = H^{p+q}(G^p_F ′ K^•) = H^{p+q} (C^{p;•}[−p]; (−1)^pd^{′′}) = H^q_d′′ (C^{p;•}). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅ- ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d^{p;q}_1 ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ d = d^′ + (−1)^pd^{′′} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÎÁ E^{p;q}_1 Ó d^′. □ ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÕÑ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÔÏÒÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ E^{p;q}_2 = H^q_d′′ (H^p_d′ (C^{•;•})), ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë E^n = H^n(Tot(C^{•;•})).

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÎÁÕËÕ Ï ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁ- ÃÉÉ. ðÕÓÔØ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, · · · → F^{−2} → F^{−1} → F^0 → F → 0 | ÅÇÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ, Á f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ. œÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X ÎÁÄ Y É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ C^{p;q} = f_∗(C^q_F p ), Œ ËÏÔÏÒÏÍ d^{′′} | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ þÅÈÁ, Á d^′ | ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ F^•. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ.

ìÅÍÍÁ 17.11. H^q_d′′ (H^p_d′ (C^{•;•})) = { R^qf_∗(F ); p = 0 0; p ≠ 0 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, H^p_d′ (C^{•;q}) = f_∗(C^q_{Hp (F •)}) ÔÁË ËÁË C^q_{(−)} | ÔÏÞÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. îÏ H^p(F^•) = F ÐÒÉ p = 0 É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ. □ éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E^n = R^nf_∗(F ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.12. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ E^{p;q}_1 = R^qf_∗F^p, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë E^n = R^nf_∗(F ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, H^q_d′′ (C^{p;•}) = R^qf_∗(F^p). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.13. (1) ðÕÓÔØ F^• | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ X. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄŒÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:^′E^{p;q}_2 = R^qf_∗(H^p(F^•)) É ′′E^{p;q}_1 = R^qf_∗(F^p), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ (Ë n-ÍÕ ÇÉÐÅÒÐÒÑÍÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ ËÏÍÐÌÅËÓÁ). (2) ðÕÓÔØ X^f→ Y^g→ Z É F | ÐÕÞÏË ÎÁ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E^{p;q}_2 = R^qg_∗(R^pf_∗(F )), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë R^n(g ∘ f)_∗(F ).

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Œ ÏÞÅÎØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ X = P^n × P^n. ðÕÓÔØ ß_1; ß_2 : X → P^n | ÐÒÏÅËÃÉÉ. âÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ß^∗_1F ⊗ ß^∗_2G ÞÅÒÅÚ F ⊠ G. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË O(1) ⊠ T (−1) É ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍÕ O(−1) ⊠ O → V ⊗ (O ⊠ O) → O ⊠ T (−1). ìÅÍÍÁ 17.14. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÅÑ s | ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´(P^n) ⊂ P^n × P^n. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ (v; w) ∈ P^n × P^n. îÁÄ ÎÅÊ ÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ C v → V → V =C w, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÐÒÉ v = w. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ´(P^n) = {s = 0} ËÁË ÓÈÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ J_{�(P}n_) = Im(O(−1) ⊠ ˙^1(1)^s �O ).

ðÏÓËÏÌØËÕ r(O(1)⊠T (−1)) = n = codim ´(P^n), ÚÎÁÞÉÔ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ëÏÛÕÌÑ

0 → O(−n) ⊠ ˙^n(n) → · · · → O(−1) ⊠ ˙^1(1) → O ⊠ O → ´_∗O_Pn → 0: ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÎÁ P^n É ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ ß^∗_1F .

ìÅÍÍÁ 17.16. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ß^∗_1F ⊗ (O(−p) ⊠ ˙^p(p)) ∼= F (−p) ⊠ ˙^p(p), ß^∗_1F ⊗ ´_∗O_Pn ∼= ´_∗F , ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÓÛÉÅ Tor-Ù ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÅÒŒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. œÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß^∗_1F ⊗ ´_∗O_Pn ∼= ´_∗(´^∗ß^∗_1F ), ÔÁË ËÁË ß_1 ∘ ´ = id_Pn. □ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÐÕÞËÁ ´_∗F :

0 → F (−n) ⊠ ˙^n(n) → · · · → F (−1) ⊠ ˙^1(1) → F ⊠ O → ´_∗F → 0: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ß_{2∗}. ìÅÍÍÁ 17.17. éÍÅÅÍ R^qß_{2∗}(F (−p)⊠˙^p(p)) ∼= H^q(P^n; F (−p))⊗˙^p(p), Á ÔÁËÖÅ R^qß_{2∗}´_∗F ∼= F ÐÒÉ q = 0 É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÅÒŒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÙ. œÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË ß_2 ∘ ´ = id_Pn. □ ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÅ ÐÕÞËÁ ´_∗F ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 17.12, ÐÏÌÕÞÁÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.18 (âÅÊÌÉÎÓÏÎ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E^{p;q}_1 = H^q (P^n; F (p)) ⊗ ˙^{−p}(−p) =⇒ E^0 = F , E^{≠0} = 0 (−n ≤ p ≤ 0).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÒÅÚÏÌŒÅÎÔÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ ß^∗_2 É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ß_{1∗} ÐÏÌÕÞÁÅÍ ôÅÏÒÅÍÁ 17.19 (âÅÊÌÉÎÓÏÎ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E^{p;q}_1 = H^q (P^n; F ⊗ ˙^{−p}(−p)) ⊗ O(p) =⇒ E^0 = F , E^{≠0} = 0 (−n ≤ p ≤ 0).

ðÒÉÍÅÎÉÍ ŒÔÏÒÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÞËÁ ÎÁ P^1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ P^1 ÉÍÅÅÍ ˙^1(1) ∼= O(−1), ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_1 =

H^1(P^1; F (−1)) ⊗ O(−1)^{d1} � H^1(P^1; F ) ⊗ O

H^0(P^1; F (−1)) ⊗ O(−1)^{d1} � H^0(P^1; F ) ⊗ O É Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → H^0(P^1; F (−1)) ⊗ O(−1) → H^0(P^1; F ) ⊗ O → F → → H^1(P^1; F (−1)) ⊗ O(−1) → H^1(P^1; F ) ⊗ O → 0:

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÕ ÖÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë ÐÕÞËÕ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ C ⊂ P^3.

ìÅÍÍÁ 17.20. éÍÅÅÍ H^q (P^3; J_C ⊗ ˙^p(p)) = 0 ÐÒÉ p = 0; 1 É ŒÓÅÈ q, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ p = 2 É q = 3 É ÐÒÉ p = 0 É q ≠ 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H^q(P^3; J_C (p)) = 0 ÐÒÉ p = 0; 1. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → J_C → O_P3 → i_∗O_C → 0. É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ H^0(P^3; O) ∼= H^0(C; O_C), H^0(P^3; O(1)) ∼= H^0(C; O_C(3)). éÚ ÔÏÞ- ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → ˙^1(1) → V^∗ ⊗ O → O(1) → 0 ÓÌÅÄÕÀÔ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÚÁÎÕÌÅÎÉÑ, Á ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → ˙^2(2) → ~^2V^∗ ⊗ O → ˙^1(2) → 0 ÔÒÅ- ÔØÅ. îÁËÏÎÅÃ, ˙^3(3) ∼= O(−1), ÐÏÜÔÏÍÕ H^q(P^3; J_C ⊗ ˙^3(3)) = H^q(P^3; J_C(−1)) ∼= H^{q−1}(C; O_C(−3)) = C^2 ÐÒÉ q = 2 É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ. □ éÔÁË, ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_1 =

0 H^3(P^3; JC ⊗ ˙^2(2)) ⊗ O(−2) 0 0

O(−3)^{⊕2 d1} � H^2(P^3; J_C ⊗ ˙^2(2)) ⊗ O(−2) 0 0

0 H^1(P^3; J_C ⊗ ˙^2(2)) ⊗ O(−2) 0 0 0 0 0 0 ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^3(P^3; J_C ⊗ ˙^2(2)) = H^1(P^3; J_C ⊗ ˙^2(2)) = 0 É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌ-ÔØ 0 → O(−3)^{⊕2} → H^2(P^3; J_C ⊗˙^2(2))⊗O(−2) → J_C → 0. çÌÑÄÑ ÎÁ ÒÁÎÇÉ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ O(−2)^{⊕3}, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ 0 → O(−3)^{⊕2} → O(−2)^{⊕3} → O → i_∗O_C → 0: