17. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ.

œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^n ÄŒÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

E^{p;q}_1 = H^q(P^n; F (p)) ⊗ ˙^{−p}(−p) =⇒ E^0 = F; E^{≠0} = 0 (−n ≤ p ≤ 0); É E^{p;q}_1 = H^q(P^n; F ⊗ ˙^{−p}(−p)) ⊗ O(p) =⇒ E^0 = F; E^{≠0} = 0 (−n ≤ p ≤ 0):

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.1. œÓÑËÉÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ F ∈ Coh(P^n). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ −n ≤ p ≤ 0 ŒÙÂÅÒÅÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ N_p, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H^{¿0}(P^n; F (t) ⊗ ˙^{−p}(−p)) = 0 ÐÒÉ t ≥ N_p. ðÏÌÏÖÉÍ N = max{N_p}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÔÏÒÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÕÞËÁ F (N ). ôÏÇÄÁ E^{p;q}_1 = H^q (P^n; F (N ) ⊗ ˙^{−p}(−p)) ⊗ O(p) ÐÒÉ q ¿ 0 ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_1 =

0 : : : 0 . . .. . . . 0 : : : 0

H^0(F (N ) ⊗ ˙^n(n)) ⊗ O(−n)^{d1} � : : :^{d1} � H^0(F (N )) ⊗ O

úÎÁÞÉÔ E^{p;q}_∞ = E^{p;q}_2 É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → H^0(F (N ) ⊗ ˙^n(n)) ⊗ O(−n) → · · · → H^0(F (N )) ⊗ O → F (N ) → 0:

ïÔËÒÕÞÉŒÁÑ ÎÁ −N ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÐÕÞËÁ F . □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÍÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÓÉÔÕÁÃÉÑÍ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÕÓÔØ F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n, r = r(F ), c_i = c_i(F ). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ÅÓÌÉ n = 2, ÔÏ Ø(F (t)) =^1_2 c^2_1 +^{2t+3}_2 c_1 − c_2 +^{(t+1)(t+2)}_2 r; (2) ÅÓÌÉ n = 3, ÔÏ Ø(F ) =^1_6 c^3_1 −^1_2 c_1c_2 +^1_2 c_3 +^{t+2}_2 (c^2_1 −2c_2)+^{3t2+12t+11}_6 c_1 +^{(t+1)(t+2)(t+3)}_6 r.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.3. ðÕÓÔØ F | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^2 Ó c_1(F ) = −1, c_2(E) = 1. ôÏÇÄÁ F ∼= ˙^1(1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: H^0(F ) = H^0(F (−1)) = H^0(F (−2)) = 0 Œ ÓÉÌÕ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ- ÓÔÉ F . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Hom(F; O(−1)) = Hom(F; O(−2)) = Hom(F; O(−3)) = 0. ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ Hom(F; O(−p)) ∼= H^2(F (p − 3))^∗, ÐÏÜÔÏÍÕ H^2(F ) = H^2(F (−1)) = H^2(F (−2)) = 0. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ Ø(F ) =^1_2 −^3_2 − 1 + 2 = 0, Ø(F (−1)) =^1_2 −^1_2 − 1 = −1, Ø(F (−2)) =^1_2 +^1_2 − 1 = 0, 1

ÐÏÜÔÏÍÕ H^1(F ) = H^1(F (−2)) = 0, H^1(F (−1)) = C . úÎÁÞÉÔ ÐÅÒŒÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_1 =

0 0 0

0 ˙^1(1) 0

0 0 0 É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 17.4. ðÕÓÔØ F | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^2 Ó c_1(F ) = 0, c_2(E) = 2. ôÏÇÄÁ F ∼= Coker(O(−1)^{⊕2} ,→ ˙^1(1)^{⊕2}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÍÅÅÍ H^0(F ) = H^0(F (−1)) = H^0(F (−2)) = H^2(F ) = H^2(F (−1)) = H^2(F (−2)) = 0. äÁÌÅÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ Ø(F ) = −2+2 = 0, Ø(F (−1)) = Ø(F (−2)) = −2, ÐÏÜÔÏÍÕ H^1(F ) = 0, H^1(F (−1)) = H^1(F (−2)) = C^2 . úÎÁÞÉÔ ÐÅÒŒÁÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_1 =

0 0 0

˙^2(2)^{⊕2 d1} � ˙^1(1)^{⊕2} 0

0 0 0 É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÁË ËÁË ˙^2(2) ∼= O(−1). □

ôÅÏÒÅÍÁ 17.5. ðÕÓÔØ F | ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^2, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ c_1(F ) = 0, c_2(F ) = m. ôÏÇÄÁ F ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ 0 → O(−1)^{⊕m} → O^{⊕(2m+2)} → O(1)^{⊕m} → 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÍÅÅÍ H^0(F (−1)) = H^0(F (−2)) = H^0(F (−3)) = H^2(F ) = H^2(F (−1)) = H^2(F (−2)) = 0. œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ H^p(F ⊗ ˙^1). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ 0 → ˙^1 → O(−1)^{⊕3} → O → 0. ôÅÎÚÏÒÎÏ ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ F ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ H^0(F ⊗ ˙^1) = 0. äÁÌÅÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ˙^1 ∼= ˙^2 ⊗ T ∼= T (−3) ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÌÓÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 → O(−3) → O(−2)^{⊕3} → ˙^1 → 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ H^2(F ⊗ ˙^1) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÕÀ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÄÌÑ ÐÕÞËÁ F (−1). ôÁË ËÁË ÏÞÅŒÉÄÎÏ F (−1) ⊗ ˙^1(1) = F ⊗ ˙^1, F (−1) ⊗ ˙^2(2) ∼= F (−2), ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_1 =

0 0 0

H^1(F (−2)) ⊗ O(−2)^{d1} � H^1(F ⊗ �^1) ⊗ O(−1)^{d1} � H^1(F (−1)) ⊗ O

0 0 0 ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ F (−1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÁ

0 → H^1(F (−2)) ⊗ O(−2) → H^1(F ⊗ ˙^1) ⊗ O(−1) → H^1(F (−1)) ⊗ O → 0 (∗) îÁËÏÎÅÃ, Ø(F (−1)) = Ø(F (−2)) = −m, ÚÎÁÞÉÔ H^1(F (−1)) = H^1(F (−2)) = C^m , Á ÔÁË ËÁË ÒÁÎÇ F ÒÁŒÅÎ 2, ÔÏ H^1(F ⊗ ˙^1) = C^{2m+2} . ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÎÁ O(1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ. □ œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 17.5 ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏÌÕÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P^2.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅË- ÓÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÉÍÅÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÍÐÌÅËÓ ŒÉÄÁ 0 → A^a→ B^b→ C → 0, ÇÄÅ A, B, C | ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ, a | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, Á b | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÁÄÏÊ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E = Ker b= Im a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ r(E) = r(B) − r(A) − r(C), c(E) = c(B) c(A)^{−1} c(C)^{−1}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, c_1(E) = c_1(B) − c_1(A) − c_1(C).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.7. ðÕÓÔØ F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^2 ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H^0(F (−1)) = H^0(F^∗(−1)) = 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏ- ÎÁÄÙ (∗).

ôÅÏÒÅÍÁ 17.8. ðÕÓÔØ F ∼= F^∗ | ÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^3, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H^0(F ) = H^1(F (−2)) = 0. ôÏÇÄÁ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0 → H^2(F (−3)) ⊗ O(−1) → H^2(F ⊗ ˙^2) ⊗ O → H^2(F ⊗ ˙^1(−1)) ⊗ O(1) → 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÚ H^0(F ) = 0 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ H^0(F (−1)) = H^0(F (−2)) = H^0(F (−3)) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ H^0(F (−t)) ∼= H^3(F^∗(t − 4))^∗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^3(F (−2)) = H^3(F (−3)) = 0. äÁÌÅÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ 0 → ˙^1 → O(−1)^{⊕4} → O → 0;

ÅÅ ŒÎÅÛÎÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ

0 → ˙^2 → O(−2)^{⊕6} → ˙^1 → 0;

É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

0 → O(−4) → O(−3)^{⊕4} → ˙^2 → 0 (ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÏÔËÒÕÔËÏÊ ÎÁ -4 ŒŒÉÄÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ˙^2 ∼= ˙^3⊗T ∼= T (−4)), ŒÙŒÏÄÉÍ H^0(F ⊗˙^1(−1)) = H^0(F ⊗˙^2) = 0, Á ÔÁËÖÅ H^3(F ⊗ ˙^1(−1)) = H^3(F ⊗ ˙^2) = 0. äÁÌÅÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ H^1(F (−2)) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^1(F ⊗ ˙^1(−1)) = H^1(F ⊗ ˙^2) = 0. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ H^2(F (−2)) = H^1(F^∗(−2)) = H^1(F (−2)) = 0. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ ÄÌÑ ÐÕÞËÁ F (−2). ôÁË ËÁË ÏÞÅŒÉÄÎÏ F (−2) ⊗ ˙^1(1) = F ⊗ ˙^1(−1), F (−2) ⊗ ˙^2(2) ∼= F ⊗ ˙^2, F (−2) ⊗ ˙^3(3) ∼= F (−3), ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E•;•1 =

0 0 0 0

H2(F (−3)) ⊗ O(−3)

d1 �_H2_{(F ⊗ �}2_{) ⊗ O(−2)}^{d1} �_H1_{(F ⊗ �}1_{(−1)) ⊗ O(−1) 0}

H1(F (−3)) ⊗ O(−3) 0 0 0

0 0 0 0

ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ H^1(F (−3)) = 0, É F (−2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏ- ÎÁÄÙ

0 → H^2(F (−3))⊗O(−3) → H^2(F ⊗˙^2)⊗O(−2) → H^1(F ⊗˙^1(−1))⊗O(−1) → 0

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÒÕÔÉÔØ ÅÅ ÎÁ O(2). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F | ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^3 É c_1(F ) = 0, ÔÏ F ∼= F^∗ É H^0(F ) = 0.

17.1. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ | ÜÔÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^4. ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P^n ÒÁÎÇÁ r ¡ n ÐÒÉ n ≥ 4. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ óÅÒÒÁ, ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÔÏÒÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ Œ P^4 Œ ŒÉÄÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ 10. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ íÁÍÆÏÒÄ.

ìÅÍÍÁ 17.10 (íÁÍÆÏÒÄ). œ P^4 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ Y ∼= P^4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÔÏÒÕ C^2 =Z^4. ðÒÉ ÜÔÏÍ deg Y = 10, H^{¿0}(Y; O_Y (t)) = 0 É dim H^0(Y; O_Y (t)) = 5t^2 ÐÒÉ t ¿ 0, ÇÄÅ O_Y (t) = O_P4(t)_{|Y} , É H^q(Y; O_Y ) =

(_2 q ) . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Y ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ Œ ËŒÁÄÒÉËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÔÏÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 10 Œ P^4 | ÆÁËÔ ÇÌÕ- ÂÏËÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ, Á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÇÒÕÐÐ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÄÁ- ÉÒÙ Ï ÚÁÎÕÌÅÎÉÉ (ÅÅ ÍÙ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌÉ) É ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ. □

ìÅÍÍÁ 17.11. det N_{Y =P}4 ∼= O_Y (5).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ 0 → T_Y → T_P4_{|Y} → N_{Y =P}4 → 0. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T_Y ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË Y = C^2 =Z^4, ÐÏÜÔÏÍÕ det N_{Y =P}4 ∼= det T_P4_{|Y} ∼= O_P4(5)_{|Y} ∼= O_Y (5). □ ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ óÅÒÒÁ Ë Y , ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O → E → J_Y (5) → 0: (†)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ c_1(E) = 5.

ìÅÍÍÁ 17.12. éÍÅÅÍ H^0(J_Y (2)) = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÓÔÁÂÉÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: åÓÌÉ H^0(J_Y (2)) ≠ 0, ÔÏ ÔÏÒ Y ÌÅÖÁÌ ÂÙ Œ ËŒÁÄÒÉËÅ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÅÒÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ H^0(J_Y (2)) = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^0(E(−3)) = 0, É ÔÁË ËÁË E(−3) ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÏÅ ÒÁÎÇÁ 2, ÔÏ E(−3) (Á ÚÎÁÞÉÔ É E) ÓÔÁÂÉÌØÎÏ. □

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒŒÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ, ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÎÕÀ Ë ÎÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ E(−3).

ìÅÍÍÁ 17.13. éÍÅÅÍ H^1(E(−3)) = H^3(E(−7)) = C^5 , H^2(E(−5)) = C^2 , Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E(−3 − p) ÐÒÉ 0 ≤ p ≤ 4 ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (†) ÎÁ −3 ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ H^•(E(−3)) = H^•(J_Y (2)). äÁÌÅÅ, ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → J_Y → O_P4 → O_Y → 0;

ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ 2 É ÌÅÍÍÙ 17.10 ÓÌÅÄÕÅÔ dim H^1(J_Y (2)) = 5 · 2^2 − 5 · 6=2 = 20 − 15 = 5 É ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÕÞËÁ J_Y (2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, H^•(E(−4)) = H^•(J_Y (1)), É dim H^1(J_Y (1)) = 5 · 1^2 − 5 = 0 É ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÕÞËÁ J_Y (1). îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 17.10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^0(J_Y ) = H^1(J_Y ) = 0, H^2(J_Y ) = C^2 , ÏÔËÕÄÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (†), ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ H^0(E(−5)) = H^1(E(−5)) = 0, H^2(E(−5)) = C^2 . äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØÀ óÅÒÒÁ. ôÁË ËÁË det E ∼= O(5), ÔÏ E^∗ ∼= E(−5), ÐÏÜÔÏÍÕ H^q (E(−5 − t)) = H^q (E^∗(−t)) ∼= H^{4−q}(E(t − 5))^∗, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. □ éÔÁË, ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_1 =

0 0 0 0 0 O(−1)^{⊕5}_{d2}� � 0 0 0 0

0 0 ˙^2(2)^{⊕2}_{d2}� � 0 0 0 0 0 0 O^{⊕5} 0 0 0 0 0 ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 17.14. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏ- ÎÁÄÙ 0 → O(2)^{⊕5} → ˙^2(5)^{⊕2} → O(3)^{⊕5} → 0.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÚÁÄÁÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÍÏÎÁÄÅ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ËÏÇÏÍÍÏÌÏÇÉÅÊ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ{íÁÍÆÏÒÄÁ. ðÕÓÔØ P^4 = P(V ) É v_0; v_1; v_2; v_3; v_4 | ÂÁÚÉÓ Œ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ff_± : V → ~^2V , ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

ff_+(v_i) = v_{i+2} ∧ v_{i+3}; ff_−(v_i) = v_{i+1} ∧ v_{i+4};

ÇÄÅ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → ˙ → V^∗ ⊗ O(−1) → O → 0 ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → ˙^{2 ˘}→ ~^2V^∗ ⊗ O(−2) → V^∗ ⊗ O(−1); V ⊗ O(−4) → ~^2V ⊗ O(−3)^¯→ ˙^2 → 0:

(ŒÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ É ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ ÎÁ -5, ÔÁË ËÁË ˙^2 = ˙^4 ⊗ ~^2T = ~^2T (−5)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ

a : V ⊗ O(2)^{ff+;ff−} � ~^2V ⊗ O(2)^{⊕2 ¯} � ˙^2(5)^{⊕2};

b : ˙^2(5)^{⊕2 ˘} � ~^2V^∗ ⊗ O(3)^{⊕2 −ff} ∗ −;ff^∗_+

� V^∗ ⊗ O(3)

ìÅÍÍÁ 17.15. íÏÒÆÉÚÍ a | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, b | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, b ∘ a = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞËÅ u ∈ P(V ) ÎÁÊÄÅÔÓÑ v = ∑ x_iv_i ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ¯(ff_+(v)) = ¯(ff_−(v)) = 0. ôÁË ËÁË ÓÌÏÊ ÐÕÞËÁ ˙_2 Œ ÔÏÞËÅ u ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ~^2V =V ∧ u, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ff_+(v) = w_+ ∧ u, ff_−(v) = w_− ∧ u ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_+; w_− ∈ V . îÏ ÔÏÇÄÁ ff_+(v) ∧ ff_−(v) = 0. ïÄÎÁËÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ff_+(v) ∧ ff_−(v) = ∑ x^2_i v_{i+1} ∧ v_{i+2} ∧ v_{i+3} ∧ v_{i+4}, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ x^2_i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÔÏ ÅÓÔØ v = 0. úÎÁÞÉÔ a | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ b ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ C^2 , ÐÏÜÔÏÍÕ b | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ b ∘ a Œ ÔÏÞËÅ u ∈ P(V ) ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v_i ÒÁŒÎÏ ff^∗_+(ff_−(v_i) ∧ u) − ff^∗_−(ff_+(v_i) ∧ u) ∈ V^∗. ÓÐÁÒÉŒÁÑ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ v_j ∈ V , ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ff_+(v_j)∧ff_−(v_i)−ff_−(v_j )∧ff_+(v_i))∧u. îÏ ff_+(v_j )∧ff_−(v_i)−ff_−(v_j )∧ff_+(v_i) = v_{j+2}∧v_{j+3} ∧v_{i+1}∧v_{i+4} −v_{j+1} ∧v_{j+4}∧v_{i+2} ∧v_{i+3}. ðÒÉ i ≠ j ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, Á ÐÒÉ i = j ÒÁŒÎÙ ÓÁÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏÌØ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÑÌÅÔÓÑ ÍÏÎÁÄÏÊ.

0 �V ⊗ O(2)^a �˙^2(5)^{⊕2 b} �V^∗ ⊗ O(3) �0

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑ E ÜÔÏÊ ÍÏÎÁÄÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ 2 Ó c_1 = 5, c_2 = 10. (2)^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÔÏÒÏÍ.