20. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P^2.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^2 = P(V ) Ó c_1 = 0 É c_2 = m Œ ŒÉÄÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÏÎÁÄ

0 �H ⊗ O(−1)^a �K ⊗ O^{a∗∘q} �H^∗ ⊗ O(1) �0

ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ: M (2; 0; m) ∼= A(2; 0; m)=G_0, ÇÄÅ A(2; 0; m) ⊂ H^∗ ⊗ K ⊗ V^∗ É G_0 = GL(H) × SP(K)={±1}. œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÓŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÏÎÁÄ Ë ÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ.

éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 Ó c_1 = 0 É c_2 = m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ ÍÏÎÁÄÙ

0 �H ⊗ O(−1)^a �K ⊗ O^b �H^∗ ⊗ O(1) �0; (∗)

ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ M (2; 0; m) ∼= A^′=G^′_0, ÇÄÅ A^′ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ (a; b) ∈ H^∗ ⊗ K ⊗ V^∗ ⊕ K^∗ ⊗ H^∗ ⊗ V^∗, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

(a^′) ∀0 ≠ v ∈ V ÍÏÒÆÉÚÍ a(v) ∈ H^∗ ⊗ K = Hom(H; K) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÍÏÒÆÉÚÍ b(v) ∈ K^∗ ⊗ H^∗ = Hom(K; H^∗) | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ;

(b^′) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ b(v) ∘ a(v) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V ;

(c^′) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K → H^∗ ⊗ V^∗, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÏÍ b ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ; ÐÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G^′_0 = (GL(H) × GL(K) × GL(H^∗))=C^∗ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A(2; 0; m) → A^′(2; 0; m), ÐÒÉ ËÏ- ÔÏÒÏÍ a → (a; a^∗ ∘ q) ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A(2; 0; m)=G_0 → A^′(2; 0; m)=G^′_0.

œ ÜÔÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÏÔÆÁËÔÏÒÉÚÏÆÁÔØ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ GL(K). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^′ → Hom(V ⊗ V; H^∗ ⊗ H^∗), (a; b) → fl_{a;b}, ÇÄÅ fl_{a;b}(v ⊗ w) = b(w) ∘ a(v).

ìÅÍÍÁ 20.2. ïÂÒÁÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅÖÉÔ Œ Hom(~^2V; H^∗⊗H^∗), É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ fl ∈ Hom(~^2V; H^∗ ⊗ H^∗), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

(a^{′′}) ∀0 ≠ v ∈ V ÍÏÒÆÉÚÍ fl_v : H → H^∗ ⊗ V^∗ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ; (b^{′′}) ∀0 ≠ v ∈ V ÍÏÒÆÉÚÍ fl^′_v : V ⊗ H → H^∗ | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ; (c^{′′}) ÒÁÎÇ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ^fl : V ⊗ H → H^∗ ⊗ V^∗ ÒÁŒÅÎ 2m + 2;

Á ÓÌÏÉ | ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL(K) ⊂ G^′_0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ fl_{a;b}(v ⊗ v) = b(v) ∘ a(v) = 0. ôÁË ËÁË ÔÅÎÚÏÒÙ v⊗v ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ S^2V , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ fl_{a;b} ÌÅÖÉÔ Œ Hom(~^2V; H^∗ ⊗H^∗). ôÏ, ÞÔÏ fl_{a;b} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (a^{′′}){(c^{′′}), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ GL(K)-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ ËÁË ÐÏ fl ÐÏÓÔÒÏÉÔØ a É b. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ K ∼= Im ^fl É ÐÏÌÕÞÉÍ a : V ⊗ H → K, b : K → H^∗ ⊗ V^∗. œÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ (a^′){(c^′) ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌ Œ ŒÙÂÏÒÅ a É b ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ŒÙÂÏÒÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K ∼= Im ^fl, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÉ | ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐÙ GL(K). □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl ∈ Hom(~^2V; H^∗ ⊗ H^∗), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ (a^{′′}){(c^{′′}), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ C = C_m.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ M (2; 0; m) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÕ C_m=G^{′′}_0 ÐÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G^{′′}_0 = (GL(H) × GL(H^∗))=C^∗ . 1

œÁÖÎÏÓÔØ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ.

ìÅÍÍÁ 20.4. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^2, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÍÕ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ fl ∈ C_m, L ⊂ P^2 | ÐÒÑÍÁÑ, É v ≠ w ∈ L. ðÏÌÏÖÉÍ k = m − rang(fl(v ∧ w) : H → H^∗). ôÏÇÄÁ E_{|L} ∼= O(k) ⊕ O(−k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁ O(−1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ L ÍÏ- ÎÁÄÙ (∗), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ E,

0 �H ⊗ O_L(−2)^a �K ⊗ O_L(−1)^b �H^∗ ⊗ O_L �0;

É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÅÅ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ H^n(E(−1)_{|L}). ë ÜÔÉÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÏÎÁÄÙ. ïÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{•;•}_2 = { H_{d2}� � � 0 0 0 0 H^∗ }

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ dim H^0(E(−1)_{|L}) = dim H^1(E(−1)_{|L}) = m − rang(d_2), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÓŒÑÚÁÔØ d_2 É fl_{a;b}(v ∧ w). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ L ËÁË ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÔÁË ÞÔÏ v; w | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ, É ÐÕÓÔØ x; y | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ L^∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � H ⊗ OL(−2)

(^x_y) � (H ⊕ H) ⊗ O_L(−1)^{(y;−x)} �

(a(v);a(w)) � H ⊗ O_L �

fl_{a;b} (v∧w) � 0 0 � H ⊗ OL(−2)^a � K ⊗ OL(−1)^b � H^∗ ⊗ OL � 0

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ (Ô.Å. a = a(v)x + a(w)y) ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÔÁË ËÁË v ⊗ x + w ⊗ y = id_L. ëÏÍÍÕÔÁÔŒÉÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: b ∘ (a(v); a(w)) = (b(v)x + b(w)y) ∘ (a(v); a(w)) = (b(w) ∘ a(v)y; b(v) ∘ a(w)x) = fl_{a;b}(v ∧ w)(y; −x): íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ b(v) ∘ a(v) = b(w) ∘ a(w) = 0 É b(w)∘a(v) = −b(v)∘a(w) = fl_{a;b}(v ∧w). œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ

H^d ′ 2 � H

fl_{a;b}(v∧w) � H^{d2} � H^∗

ÇÄÅ d^′_2 | ŒÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÉÚ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÏÊ ÐÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁÛÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. ôÁË ËÁË ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÏÞÎÁ, ÜÔÁ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ d^′_2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÎÁÞÉÔ rang(d_2) = rang(fl_{a;b}(v ∧ w)). □

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^L ⊂ C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÙÈ ÍÏÄÕ- ÌÅÊ fl, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÎÇ fl(~^2L) = m. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ G^{′′}_0 -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C, Á ÆÁËÔÏÒ M^L := C^L=G^{′′}_0 ⊂ C=G^{′′}_0 | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ E_{|L} ∼= O ⊕ O.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M^L ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ L ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , ÐÒÉÞÅÍ M^{L1} ∩ M^{L2} ≠ ∅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ L_1 É L_2.

ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (2; 0; m) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ C^L. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ v_1; v_2; v_3 Œ V É ÐÕÓÔØ L = ⟨v_1; v_2⟩. ôÏÇÄÁ fl ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ fl = 0 fl12 fl13 −fl12 0 fl23 −fl13 −fl23 0 ; (†) ÇÄÅ fl_{ij} = fl(v_i ∧v_j) ∈ Hom(H; H^∗). ñÓÎÏ, ÞÔÏ C^L ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË (fl_{12}; fl_{13}; fl_{23}), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ (a^{′′}){(c^{′′}) É fl_{12} | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ, Á ÕÓÌÏŒÉÑ (a^{′′}) É (b^{′′}) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ!) ÉÈ ÉÇÎÏÒÉÒÏŒÁÔØ. ïÓÔÁ- ÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÎÇÏŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ (†). ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÅÇÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒÁÔØ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÒÅÄÕËÃÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^L → Iso(H; H^∗), fl → fl_{12}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ GL(H^∗)-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ. îÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ GL(H^∗) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Iso(H; H^∗) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ É ÓŒÏÂÏÄÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÏÑ ÎÁÄ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÏÊ.

ìÅÍÍÁ 20.6. óÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C^L → Iso(H; H^∗) ÒÁŒÅÎ (ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ) {(A; B) ∈ End(H) ⊕ End(H) | r([A; B]) = 2}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÐÉÛÅÍ ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ fl_{12} ∈ Iso(H; H^∗). ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ H Ó H^∗ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ fl_{12}. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ (†) ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ 0 idH A −idH 0 B −A −B 0 = 0 idH fl13 fl^{−1}_{12} −idH 0 fl23 fl^{−1}_{12} −fl13 fl^{−1}_{12} −fl23 fl^{−1}_{12} 0 ; (‡) þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÐÅÒŒÙÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ (ÓÌÅŒÁ) ÎÁ B, É ŒÔÏÒÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ (ÓÌÅŒÁ) ÎÁ −A. ðÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ 0 idH 0 −idH 0 0 −A −B −[A; B] : åÅ ÒÁÎÇ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁŒÅÎ 2m + r([A; B]) É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ôÅÏÒÅÍÁ 20.7 (èÕÌÅË). íÎÏÖÅÓÔŒÏ F_r = {(A; B) | r([A; B]) = r} ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ≥ 2.

üÔÉÍ ÍÙ É ÚÁÊÍÅÍÓÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ dim Z_A = m, ÇÄÅ Z_A = {C ∈ End(H) | [A; C] = 0} | ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÏ É ÐÌÏÔÎÏ Œ End(H).

ìÅÍÍÁ 20.8. íÎÏÖÅÓÔŒÏ F^∘_r ÐÁÒ (A; B) ∈ F_r, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ A ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÐÌÏÔÎÏ (Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) Œ F_r.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ (A; B) ∈ F_r. îÁÊÄÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_0 Œ Z_B (ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ {(A + tA_0; B)} ⊂ F_r . ôÁË ËÁË ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏ (ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ t, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ A + tA_0 ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ (A + tA_0; B) ∈ F^∘_r . □

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F^∘_r . á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F^′_r = F^∘_r \Sing(F^∘_r ) (ÅÓÌÉ

F^∘_r = Z_1 ∪ Z_2 | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÔÏ Z_1 ∩ Z_2 ⊂ Sing(F^∘_r ), ÐÏÜÔÏÍÕ Z_1 \ Sing(F^∘_r ) É Z_2 \ Sing(F^∘_r ) | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ F^′_r, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÏ F^′_r). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ p : F^′_r → End(H), (A; B) → A. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÚÎÁÞÉÔ ÓŒÑÚÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ, ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ (A; B) ∈ F^′_r ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^′_r ÚÁÄÁÅÔÓÑ (m − r)^2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [A; B] = I_r , ÇÄÅ I_r | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ r), ÔÏÇÄÁ F^′_r ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅÍ ÏËÁÊÍÌÑÀÝÉÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÒÁÚÍÅÒÁ (r + 1) × (r + 1), ËÏÔÏÒÙÈ ÒÏŒÎÏ (m − r)^2 ÛÔÕË). úÎÁÞÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ F^′_r Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2m^2 − (m − r)^2 . ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ p ÓŒÑÚÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 2m^2 − (m − r)^2 − m^2 = 2mr − r^2.

ìÅÍÍÁ 20.10. ðÕÓÔØ p : X → Y ÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ X Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ ≥ d, Y ÓŒÑÚÎÏÅ, É ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ p ÓŒÑÚÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ ≤ d − dim Y . ôÏÇÄÁ X ÓŒÑÚÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ X = X_1 ⊔ X_2 | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ. åÓÌÉ p(X_i) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ Y , ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÏÑ X_i ÎÁÄ Y ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ dim X_i − dim Y , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ. ôÁË ËÁË p(X_i) ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ Œ Y , ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ p(X_1) É p(X_2) ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (ÔÁË ËÁË Y ÓŒÑÚÎÏ). îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒ ÎÅÓŒÑÚÅÎ, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. □

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F_A = {B | r([A; B]) = r} = p^{−1}(A) | ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A.

ìÅÍÍÁ 20.11. íÏÒÆÉÚÍ F_A → End(H), B → [A; B] ÑŒÌÑÅÔÓÑ m-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁÄ C_A = {D ∈ End(H) | r(D) = r; Tr(D · Z_A) = 0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D = [A; B] É C ∈ Z_A, ÔÏ Tr(D · C) = Tr(ABC) − Tr(BAC) = Tr(BCA) − Tr(BAC) = Tr(B[C; A]) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÅÖÉÔ Œ C_A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ B, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÒÁŒÎÏ Z_A, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim Z_A. îÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Tr(D · Z_A) ËÁË ÒÁÚ ÚÁÄÁÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim Z_A, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÒÁŒÅÎ C_A. îÁËÏÎÅÃ, A ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ dim Z_A = m. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C_A. ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÎÇÁ r Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ GL(H) × GL(H) → End(H), (X; Y ) → XI_r Y , ÇÄÅ I_r | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ r. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(X; Y ) ∈ GL(H) × GL(H) | Tr(XI_r Y Z_A) = 0}. ôÁË ËÁË ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ X É Y É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

C^′_A = {(X; Y ) ∈ End(H) × End(H) | Tr(XI_r Y Z_A) = 0}:

œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÔÏ ÅÓÔØ A ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ó ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ A_1, : : : , A_s

ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÕÓÔØ H = H_1 ⊕ · · · ⊕ H_s | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H, ÔÁË ÞÔÏ A_i ∈ End(H_i). ðÕÓÔØ M_i = Hom(H; H_i) ⊕ Hom(H_i; H), Á C^′_i = {(X; Y ) ∈ M_i | Tr(XI_r Y Z_{Ai} ) = 0}.

ìÅÍÍÁ 20.12. éÍÅÅÍ C^′_A = C^′_1 × C^′_2 × · · · × C^′_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ⊕Z_{Ai} ⊂ Z_A, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⊕Z_{Ai} = Z_A (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÉ ÒÁŒÎÁ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÕ). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ (X; Y ) ∈ End(H)×End(H), ÔÏ X = ⊕X_i, Y = ⊕Y_i, ÇÄÅ (X_i; Y_i) ∈ M_i, ÐÒÉÞÅÍ Tr(X_iI_r Y_iZ_{Aj} ) = 0 ÐÒÉ i ≠ j. □

éÔÁË, ÐÕÓÔØ dim H_i = t, (x_{ij}; y_{kl})_{1≤i;l≤t; 1≤j;k≤m} | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ Œ M_i. ôÏÇÄÁ A_i = ˘E + D, ÇÄÅ E = id_{Hi} , Á D | ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÕÌØ, Á Z_{Ai} = ⟨E; D; D^2; : : : ; D^{t−1}⟩. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M_i → C^t , (X; Y ) → (Tr(XI_r Y ); Tr(XI_r Y D); : : : ; Tr(XI_r Y D^{t−1})) Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

f(x_{ij} ; y_{kl}) = ∑ 1≤i≤t; 1≤j≤r x_{ij}y_{ji}; ∑ 2≤i≤t; 1≤j≤r x_{ij}y_{j;i−1}; : : : ; ∑ 1≤j≤r x_{tj}y_{j1}

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q^r_{t;m} = f^{−1}(0).

ìÅÍÍÁ 20.13. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df ÎÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ Œ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÅÈ ÔÏÞ- ËÁÈ (x_{ij} ; y_{kl}) ∈ M_i, Œ ËÏÔÏÒÙÈ x_{t1} = · · · = x_{tr} = y_{11} = · · · = y_{r1} = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 ≤ k ≤ r ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÏÒ (@f_p=@y_{kl})^t_{l=1}: ( @fp @ykl ) = x1k x2k : : : xt−1;k xtk x2k x3k : : : xtk 0 . . . . .. . . . . . xt−1;k xtk : : : 0 0 xtk 0 : : : 0 0

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 ≤ j ≤ r ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÏÒ (@f_p=@x_{ij})^t_{i=1}: ( @fp @ykl ) = yj1 0 : : : 0 0 yj2 yj1 : : : 0 0 . . . . .. . . . . . yj;t−1 yj;t−2 : : : yj1 0 yjt yj;t−1 : : : yj2 yj1

œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. □

ìÅÍÍÁ 20.14. codim_{Mi} Q^r_{t;m} = t, codim_Qr_{t;m} Sing(Q^r_{t;m}) = { 2r − 1; ÐÒÉ t = 1 2r − 2; ÐÒÉ t ≥ 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÉ t = 1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q^r_{t;m} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ∑_r

j=1 x_{1j}y_{j1} = 0, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Sing(Q^r_{t;m}) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_{11} = · · · = x_{1r} = y_{11} = · · · = y_{r1} = 0, ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ. ðÒÉ t = 2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q^r_{t;m} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

∑_r j=1 x_{2j}y_{j1} =

∑_r j=1(x_{1j}y_{j1} + x_{2j}y_{j2}) = 0, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Sing(Q^r_{t;m}) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_{21} = · · · = x_{2r} = y_{11} = · · · = y_{r1} = 0, ÏÔËÕÄÁ ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ.

äÁÌÅÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ t. ðÕÓÔØ t ≥ 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Sing(Q^r_{t;m}) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_{t1} = · · · = x_{tr} = y_{11} = · · · = y_{r1} = 0, Á ÔÁËÖÅ ∑ 2≤i≤t−1; 1≤j≤r x_{ij}y_{ji} = ∑ 3≤i≤t−1; 1≤j≤r x_{ij}y_{j;i−1} = · · · = ∑ 1≤j≤r x_{t−1;j}y_{j2} = 0;

Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_{11}; : : : ; x_{1m}; x_{t;r+1}; : : : ; x_{r;m}, Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ y_{r+1;1}; : : : ; y_{m;1}; y_{1t}; : : : ; y_{m;t}. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Sing(Q^r_{t;m}) ∼= Q^r_{t−2;m} × C^{4m−2r} , ÚÎÁÞÉÔ dim(Sing(Q^r_{t;m})) = 2(t−2)m−(t−2)+4m−2r = 2tm−t−(2r−2), ÏÔËÕÄÁ codim_{Mi} (Sing(Q^r_{t;m})) = t + (2r − 2). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Q^r_{t;m} ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ t ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Á ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ t. □ ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ìÅÍÍÁ 20.15 (èÁÒÔÓÈÏÒÎ). ðÕÓÔØ X | ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^N, dim X ≥ 2. åÓÌÉ codim_X Sing(X) ≥ 2, ÔÏ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ X = Z_1 ∪ Z_2, ∅ ≠ Z_i ≠ X. ôÏÇÄÁ Z_1 ∩ Z_2 ⊂ Sing(X). ðÕÓÔØ P ⊂ P^N | ÏÂÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, codim P = dim X−1. ôÏÇÄÁ P ∩ Sing(X) = ∅, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÒÔÉÎÉ P ∩ X | ÓŒÑÚÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i ÉÍÅÅÍ P ∩Z_i ⊂ P ∩(Z_1 ∩Z_2) = ∅, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÎÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P(Q^r_{t;m}) ⊂ P(M_i). ïÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍ ÌÅÍÍÙ èÁÒÔÓÈÏÒÎÁ, ÔÁË ËÁË 2r − 2 ≥ 2 ÐÒÉ r ≥ 2, É ÚÎÁÞÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É ÓÁÍÏ Q^r_{t;m}. □