НМУ, 2 курс, дифференциальная геометрия. Листок 7.

Связности в векторных расслоениях. 27.03.2007.

Задача 1. Пусть ∇^1 и ∇^2 связности в векторных расслоениях E_1 −→ M и E_2 −→ M соответственно.

а) Доказать, что операция ∇^1 ⊕ ∇^2, определённая как ∇^1 ⊕ ∇^2(s_1 + s_2) = ∇^1s_1 +∇^2s_2, s_i ∈ Γ(M, E_i), является связностью в E_1⊕E_2. Найти локальную 1-форму связности ∇^1 ⊕ ∇^2.

б) Доказать, что операция ∇^1 ⊗ ∇^2, определённая как ∇^1 ⊗ ∇^2(s_1 ⊗ s_2) = ∇^1s_1 ⊗ s_2 + s_1 ⊗ ∇^2s_2, s_i ∈ Γ(M, E_i), является связностью в E_1 ⊗ E_2. Найти локальную 1-форму связности ∇^1 ⊗ ∇^2.

в) Пусть ⟨· , ·⟩ естественное спаривание сечения расслоения E_1 и сечения двойственного ему расслоения E^∗_1 . Определим операцию ∇^∗ из условия, что тождество d⟨s, t⟩ = ⟨∇^1s, t⟩ + ⟨s, ∇^∗t⟩ верно для любых s ∈ Γ(M, E_1), t ∈ Γ(M, E^∗_1 ). Докажите, что это связность в E^∗_1 . Найти локальную 1-форму этой связности.

г) Связность в расслоении Hom(E_1, E_2) можно ввести с помощью изоморфизма Hom(E_1, E_2) ∼= E^∗_1 ⊗ E_2 и предыдущих пунктов. Проверьте, что это то же самое, что определить эту связность формулой

(∇f)(s_1) = ∇^2(f(s_1)) − f(∇^1s_1),

где f ∈ Γ(M, Hom(E_1, E_2)), s_1 ∈ Γ(M, E_1).

Задача 2. Докажите, что описанные в предыдущей задаче продолжения согласованных с метрикой связностей на прямые суммы, тензорные произведения и т.д. евклидовых (унитарных) расслоений снова будут согласованы с соответствующими метриками.

Задача 3. Пусть ϕ : N −→ M гладкое отображение, а ∇^E связность в векторном расслоении E −→ M. Докажите, что равенство ∇^{ϕ∗E} (fϕ^∗s) = df ⊗ ϕ^∗s + fϕ^∗(∇^E s), где f ∈ C^∞(N ), s ∈ Γ(M, E), определяет связность ∇^{ϕ∗E} на расслоении ϕ^∗E (обратный образ связности).

Задача 4. Пусть у нас есть связность ∇ в расслоении E. Продолжим ее до связности ∇^{End(E)} в расслоении End(E). Докажите тождество Бьянки:

∇^{End(E)}F = 0.

Перепишите это как соотношение на кривизну и 1-форму связности.