ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, 2 ÓÅÍÅÓÔÒ ìÉÓÔÏË 5, 21.03.2007

çÏÍÏÔÏÐÉÉ

5.1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → S^1 ÎÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÎÅ ÅÓÔØ ŒÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ), ÔÏ f ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Œ ÔÏÞËÕ.

Â) œÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → S^n Œ ÓÆÅÒÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ?

5.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÂÕËÅÔÕ n ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ, É ÎÁÊÄÉÔÅ n.

5.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) õ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D^n → D^n ÅÓÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ; Â) îÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÔÒÁËÔÁ r : D^n → S^{n−1} Ó ÄÉÓËÁ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ;

Œ) ðÕÓÔØ v(x) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÄÉÓËÅ, É v(x) = x ÐÒÉ x ∈ S^{n−1}. ôÏÇÄÁ v(x) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ D^n.

5.4. ðÕÓÔØ S^∞ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x_1; x_2; : : : ) ∈ R^∞, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0, É ∑ x^2_i = 1. ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÎčÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^∞ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (x_1; x_2; : : : ) → (0; x_1; x_2; : : : )

œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

5.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ v(z) =^{zn}_{|z|n−1} ÐÒÉ z ≠ 0, v(0) = 0. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ É ÉÈ ÉÎÄÅËÓÙ.

5.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ËÒÉŒÏÊ fl ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅč.

5.7. Á) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ v É w, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÅÊÓÑ ËÒÉŒÏÊ, ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ X ŒÅËÔÏÒÙ v(X) É w(X) ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ ËÒÉŒÏÊ fl ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÒÁŒÎÙ.

Â) (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÁÍÅ Ó ÓÏÂÁÞËÏÊ) ðÕÓÔØ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ v É u, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ fl ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ |v(X)| ¿ |w(X)| Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ X ∈ fl. ôÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓÙ ËÒÉŒÏÊ fl ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÅÊ v É v + u ÒÁŒÎÙ.

5.8 (ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

5.9. îÁÚÏŒčÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÞčÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ v(x) = v(−x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, É ÎÅÞčÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ v(x) = −v(−x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÔÏÞËÉ 0 ÄÌÑ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÅÞčÔÅÎ, Á ÄÌÑ ÞčÔÎÏÇÏ | ÞčÔÅÎ.

5.10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÌØÃÁ {1 ≤ √ x^2 + y^2 ≤ 2} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ: ŒÅËÔÏÒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÂÏÌØÛÏÊ É ÍÁÌÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏ ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÙ. ðÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.

5.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÌØÃÁ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÏ ÄÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ŒÎÕÔÒÉ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÂÅÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

5.12. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v = gradf

Á) ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ 1, 0, −1, −2; : : : ;

Â^*) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÉËÁËÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ.