Zadaqi po TFKP – 1

1. Narisuæte obraz koordinatnoæ setki v dekartovyh i polØrnyh koordinatah pri otobraßeniØh

w = z^2, w = 1 z − 1 , w = e^z, w = 1 2 ( z + 1 z ) . 2. Pust~ u i v – deæstvitel~naØ i mnimaØ qasti golomorfnoæ funktsii f, f = u + iv.

a) Dokaßite usloviØ Koxi-Rimana (Cauchy-Riemann) : ∂u ∂x = ∂v ∂y , ∂u ∂y = − ∂v ∂x . b) Dokaßite, qto funkcii u i v garmoniqny :

∂^2u ∂x^2 + ∂^2u ∂y^2 = ∂^2v ∂x^2 + ∂^2v ∂y^2 = 0.

3. Pust~ v odnosvØznoæ oblasti D zadana garmoniqeskaØ deæstvitel~naØ funkciØ u. Dokaßite, qto suwestvuet deæstvitel~naØ funkciØ v, edinstvennaØ s toqnos~¸ do additivnoæ konstanty, takaØ qto funkciØ u + iv golomorfna. Privedite primer, pokazyva¸wiæ, qto utverßdenie zadaqi stanovicØ nevernym, esli oblast~ D ne predpolagat~ odnosvØznoæ.

4. Dokaßite, qto golomorfnye funkcii v oblasti D obrazu¸t kol~co. Dokaßite, qto proizvodnye summy, proizvedeniØ, qastnogo i kompozicii golomorfnyh funkciæ moßno vyqislØt~ po obyqnym pravilam differencirovaniØ.

5. Pust~ f – golomorfnaØ funkciØ, priqœm f^′(z_0) ≠ 0. Dokaßite, qto f sohranØet ugol meßdu l¸bymi gladkimi krivymi, pereseka¸wimisØ v toqke z_0.

6. Pridumaæte golomorfnu¸ funkci¸, vzaimno odnoznaqno otobraßa¸wu¸ oblast~ {z | Im z > 0} \ {iα | 0 < α ≤ 1} na verhn¸¸ poluploskost~ {z | Im z > 0}.

7. GolomorfnaØ funkciØ f opredelena na vseæ kompleksnoæ ploskosti, a pri dostatoqno bol~xih |z| udovletvorØet ocenke |f(z)| < M|z|^{100}. Dokaßite, qto f – mnogoqlen stepeni ne bol~xe 100.

8. FunkciØ f golomorfna i ograniqena v oblasti |z| < 1, z ≠ 0. Dokaßite, qto ona golomorfno prodolßaecØ v toqku z = 0.

9. DlØ kakih z imeet smysl integral

Γ(z) = ∫_∞ 0 t^z e^{−t} dt t ? Dokaßite, qto Γ(z) – golomorfnaØ funkciØ, dopuska¸waØ odnoznaqnoe analitiqeskoe prodolßenie na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~, za iskl¸qeniem toqek 0, −1, −2, . . ..

10. Esli rØd ∑ f^′_n(z) ravnomerno xodicØ v ograniqennoæ oblasti D, a rØd F (z) = ∑ f_n(z) xodicØ hotØ by v odnoæ toqke, to rØd F (z) ravnomerno xodicØ v oblasti D, priqœm F^′(z) = ∑ f^′_n(z).