Zadaqi po TFKP – 2

1. Na verhneæ poluploskosti H vvedœm rimanovu metriku, fflement rasstoØniØ kotoroæ zadan formuloæ

ds^2 = |dz|^2 y^2 = dx^2 + dy^2 y^2 . Dokaßite, qto bigolomorfnye izomorfizmy H sovpada¸t s izometriØmi H . Dokaßite, qto gruppa fftih izometriæ izomorfna PSL_2(R).

2. Dokaßite, qto nepreryvnaØ funkciØ f golomorfna v odnosvØznoæ oblasti D esli i tol~ko esli eœ integral po l¸bomu konturu raven nul¸.

3. Pust~ 0 – suwestvennaØ izolirovannaØ osobennost~ golomorfnoæ funkcii f. Dokaßite, qto dlØ l¸bogo w suwestvuet posledovatel~nost~ (z_n)_{n∈N} , takaØ qto z_n → 0, a f(z_n) → w.

4. Pust~ f – bigolomorfnyæ avtomorfizm oblasti D, oblada¸wiæ hotØ by odnoæ nepodvißnoæ toqkoæ. Dokaßite, qto bigolomorfnyæ izomorfizm φ oblasti D na ediniqnyæ disk Δ, takoæ qto φ(z_0) = 0, soprØgaet f s povorotom diska; inymi slovami, φ ∘ f ∘ φ^{−1} – povorot.

5. Pust~ f – golomorfnaØ funkciØ v ograniqennoæ oblasti D. Izvestno, qto esli posledovatel~nost~ toqek z_n ∈ D stremicØ k toqke granitsy D, to lim sup |f(z_n)| ≤ 1. Dokazat~, qto |f| ≤ 1 na D.

6. Pust~ S – semeæstvo golomorfnyh funkciæ na ediniqnom diske Δ, takih qto f(Δ) ⊂ Δ i f(0) = f^′(0) = f^{′′}(0) = f^{′′′}(0) = 0. Naæti sup_S f(1/2).

7. Pust~ (a_n)_{n∈N} – posledovatel~nost~ toqek oblasti D, shodØwaØsØ k a ∈ D. Pust~ (f_n)_{n∈N} – posledovatel~nost~ golomorfnyh funkciæ v oblasti D ravnomerno ograniqennaØ na kompaktah (to est~, ∀ kompakta K ⊂ D, ∃M > 0, takoe qto ∀n, ∀z ∈ K, |f_n(z)| < M). Predpoloßim, qto posledovatel~nost~ (f_n(a_k))_{n∈N} shoditsØ dlØ kaßdogo k. Dokazat~, qto posledovatel~nost~ (f_n)_{n∈N} ravnomerno shoditsØ na kompaktah.

8. Dokaßite, qto ne suwestvuet bigolomorfnogo izomorfizma (neodnosvØznyh) oblasteæ 0 < |z| < 1 i 1 < |z| < 2.

9. RØd Lorana f(z) = ∞∑ n=−∞ a_nz^n shoditsØ v kol~ce r < |z| < R (gde 0 < r < R < ∞), no ni v kakom bol~xem kol~ce. Pri fftom vse kofffficienty a_n – deæstvitel~nye neotricatel~nye qisla. Verno li, qto f(z) ne moßet imet~ analitiqeskogo prodolßeniØ v toqki z = r i z = R?