Zadaqi po TFKP – 3

1. Postroæte primer funkcii, golomorfnoæ v ediniqnom diske i ne ime¸weæ analitiqeskogo prodolßeniØ ni na kaku¸ b&ol~xu¸ oblast~.

2. FunkciØ f golomorfna i ne imeet nuleæ v oblasti r < |z| < R. Dokaßite, qto naædutsØ celoe qislo n i golomorfnaØ funkciØ g, takie qto f(z) = z^ne^{g(z)}. Kakoæ proizvol imeetsØ v vybore n i g?

3. Vyqislite integraly +∞∫ −∞ dx x^4 + 1 , +∞∫ −∞ dx (x^2 + 1)^n , +∞∫ −∞ e^{πitx}dx x^2 + 1 , +∞∫ −∞ cos x dx x^2 + 1 ,

+∞∫ −∞ x^2 cos(x^3) dx x^6 − x^3 + 1 , +∞∫ −∞ sin x dx x^3 + x , +∞∫ −∞ sin x dx x .

4. Dokaßite ravenstva 1 sin z = 1 z + ∑ n∈Z\{0} (−1)^n ( 1 z − πn + 1 πn ) ,

ctg z = 1 z + ∑ n∈Z\{0} ( 1 z − πn + 1 πn ) , 1 (sin z)^2 = ∑ n∈Z 1 (z − πn)^2 ,

sin z = z ∞∏ n=1 ( 1 − z^2 (πn)^2 ) . Ukazanie : dlØ pervyh dvuh ravenstv vospol~zuætes~ metodom Koxi, a dlØ polednih dvuh – uße dokazannymi pervymi dvumØ.

5. Naædite znaqenie integrala ∫ γ (z − 1)(z − 3) · · · (z − 99) z(z − 2) · · · (z − 100) dz, gde γ – okrußnost~ radiusa r > 100 orientirovannaØ protiv qasovoæ strelki, ispol~zuØ kak moßno men~xe vyqisleniæ.

6. Postroæte grafiki Γ-funkcii i ζ-funkcii na deæstvitel~noæ osi.

7. Dokaßite ravenstvo

d^2 dz^2 ln Γ(z) = ∞∑ n=0 1 (z + n)^2 .

8. DlØ celogo k ≥ 1 dokaßite toßdestvo

Γ(z) Γ ( z + 1 k ) Γ ( z + 2 k ) · · · Γ ( z + k − 1 k ) = k^{−kz+1/2} (2π)^{(k−1)/2} Γ(kz).

Ukazanie: poloßite φ(z) = Γ(z) Γ ( z +^1_k ) Γ ( z +^2_k ) · · · Γ ( z +^{k−1}_k ) Γ(kz) i popytaætes~ naæti φ s pomow~¸ zadaqi 7 i drugih svoæstv Γ-funkcii.

9. Vyqislite summu rØda ∑ n≥0 1 n^2 + 1 .