Zadaqi po TFKP – 4

V fftom listoqke E_k = ∑ 1/(n + mτ )^k – rØdy �æzenxteæna.

1. Opredelim mnogoznaqnu¸ funkci¸

F(z) := ∞∫ z du √ 4u^3 − 60c_4u − 140c_6 .

Dokaßite, qto F(z) – funkciØ, obratnaØ ℘_τ (z), esli c_4 = E_4(τ ), c_6 = E_6(τ ).

2. Dokaßite, qto

℘(z_1) + ℘(z_2) + ℘(z_1 + z_2) = 1 4 ( ℘^′(z_1) − ℘^′(z_2) ℘(z_1) − ℘(z_2)

)_2

Ukazanie: sleva i sprava stoØt fflliptiqeskie funkcii ot z_1, esli z_2 rassmatrivat~ kak parametr.

3. Dokaßite toßdestvo ∑ q+p=n p,q≥4 (p − 1)(q − 1)E_pE_q =

(n − 6)(n − 1)(n + 1) 6 E_n.

4. Dokaßite, qto gruppa PSL_2(Z) poroßdena matricami S = ( 0 −1 1 0 ) i T = ( 1 1 0 1 ) . Ukazanie: gruppa PSL_2(Z) i podgruppa, poroßdœnnaØ S i T , ime¸t odinakovye fundamental~nye oblasti.

5. Dokaßite, qto

^E_k(τ ) = E_k(τ )/ζ(k) = ∑ GCD(n,m)=1 1 (n + mτ )^k .

6. Dokaßite ravenstvo ∞∑ n=1 n^{4k+1} e^{2πn} − 1 = B_{4k+2} 8k + 4 . Ukazanie: ispol~zuæte, qto E_{4k+2}(i) = 0.

7. Dokaßite, qto opertory Gekke kommutiru¸t meßdu soboæ.