Zadaqi po TFKP – 6

RØdom Dirihle nazyvaetsØ rØd vida f(s) = ∑ n≥1 a_n n^s .

1. Dokaßite, qto esli rØd f shoditsØ v toqke s_0 ∈ C , to on ravnomerno shoditsØ na mnoßestve {s ∈ C | Re (s − s_0) ≥ 0, |Arg (s − s_0)| ≤ α} dlØ l¸bogo α < π/2.

Ukazanie: vam potrebuetsØ metod summirovaniØ AbelØ.

2. Dokaßite, qto suwestvuet takaØ “abscissa xodimosti” ρ ∈ [−∞, +∞], qto na poluploskosti Re s > ρ rØd f xodicØ k golomorfnoæ funkcii, a na poluploskosti Re s < ρ – raxodicØ.

3. Pust~ abscissa xodimosti ρ rØda f koneqna, priqœm f(ρ) xodicØ. Dokaßite, qto f(s) → f(ρ) esli s stemicØ k ρ sprava vdol~ deæstvitel~noæ osi.

4. Predpoloßim, qto vse kofffficienty a_n rØda f – neotricatel~nye deæstvitel~nye qisla, a abscissa shodimosti ρ – koneqna. Dokaßite, qto f nel~zØ analitiqeski prodolßit~ v okrestnost~ toqki ρ.

Ukazanie: poloßite, dlØ udobstva ρ = 0 i razloßite f v rØd Tffælora v s = 1.

Pust~ p – prostoe qislo, a n – celoe qislo, ne delØwaØsØ na p. Napomnim, qto simvol Leßandra (_n p ) raven 1, esli n – kvadrat po modul¸ p i −1, esli ne kvadrat. Napomnim takße zakon vzaimnosti:

Esli p i q – razliqnye prostye qisla, bol~xie dvuh, to ( p q ) ( q p ) = (−1)^{q−12 p−12} , (p 2 ) = 1, ( 2 p ) = (−1)^{(p2−1)/8}.

5. Pust~ a ∈ Zne delitsØ na kvadraty. Poloßim m = 4|a|. Dokaßite, qto suwestvuet edinstvennyæ harakter χ po modul¸ m, takoæ qto χ(p) = (_a p ) dlØ vseh prostyh qisel p > 2, krome deliteleæ a.

6. Pust~ a – celoe qislo. Predpoloßim, qto uravnenie x^2 = a razreximo po modul¸ vseh prostyh qisel, krome, byt~ moßet, koneqnogo koliqestva. Dokaßite, qto a ØvlØecØ polnym kvadratom.