�kzamen po TFKP

18.05.2008 Ocenka ravnØecØ min(5, max(2, z)), gde z – koliqestvo rexœnnyh zadaq.

1. Suwestvuet li poloßitel~naØ nepostoØnnaØ garmoniqeskaØ funktsiØ na oblasti D ⊂ C , esli

a) D = C ? b) D = C \ {0}? v) D = C \ (−∞, 0]?

2. Naæti obwiæ vid racional~nyh funkciæ f, takih qto |f| = 1 na ediniqnoæ okrußnosti |z| = 1.

3. Pust~ φ – nepreryvnaØ funkciØ na zamknutom ediniqnom diske |z| ≤ 1. Vvedœm taku¸ meru negolomorfnosti φ: m(φ) = inf_f sup_{|z|≤1} |f(z) − φ(z)|, gde nißnØØ gran~ inf_f berœtsØ po vsem funkciØm f, golomorfnym v nekotoroæ oblasti, soderßaweæ disk |z| ≤ 1.

a) Naædite m(φ) dlØ φ(z) = |z|.

b) Dokaßite, qto m(φ) = 0 togda i tol~ko togda, kogda φ golomorfna na otkrytom diske |z| < 1.

4. Vyqislite summu ∑ n≥0 1 n^4+4 .

5. Pust~ σ_{2k−1}(n) = ∑ d|n d^{2k−1} est~ summa (2k − 1)-vyh stepeneæ poloßitel~nyh deliteleæ n. DlØ k ≥ 2 funkciØ α_{2k}(s) opredelØecØ kak α_{2k}(s) = ∑ n≥1 σ_{2k−1}(n) n^s , dlØ teh s, pri kotoryh fftot rØd shoditsØ.

a) Dokaßite, qto α_{2k} prodolßaetsØ do meromorfnoæ funkcii na C . b) Dokaßite, qto funkciØ β_{2k}(s) = (2π)^{−s}Γ(s)α_{2k}(s) udovletvorØet ravenstvu β(s) = β(2k − s).

v) Naædite vse pol¸sa α_{2k}.

6. KrivaØ zadana v C^2 uravneniem y^2 = (x − a_1) · · · (x − a_{2g+2}), gde a_1, . . . , a_{2g+2} – poparno razliqnye kompleksnye qisla. Po teoreme suwestvovaniØ Rimana fftu krivu¸ moßno odnoznaqno dopolnit~ do kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti C tak, qtoby x i y byli na C meromorfnymi funkciØmi. Naædite v Øvnom vide g lineæno nezavisimyh golomorfnyh 1-form na C.

7. Pust~ C – kompaktanaØ rimanova poverhnost~ roda 2, K – divizor kakoæ-nibud~ golomorfnoæ 1-formy na neæ, a H^0(K) – dvumernoe prostranstvo golomorfnyh 1-form. Sopostavim (esli udascØ) toqke p ∈ C golomorfnu¸ 1-formu s nulœm v fftoæ toqke.

a) Dokaßite, qto poluqilos~ horoxo opredelœnnoe otobraßenie f :

C → PH^0(K).

b) Dokaßite, qto f imeet stepen~ dva i naædite koliqestvo kritiqeskih toqek f.