RexeniØ ffkzamenacionnyh zadaq po TFKP

1. Suwestvuet li poloßitel~naØ nepostoØnnaØ garmoniqeskaØ funktsiØ na oblasti D ⊂ C , esli

a) D = C ? b) D = C \ {0}? v) D = C \ (−∞, 0]?

Rexenie.

a) Net. Esli u – garmoniqeskaØ funkciØ, to f = 2 ∫_{∂u} ∂z dz – golomorfnaØ funkciØ s deæstvitel~noæ qast~¸ u. Po maloæ teoreme Pikara f prinimaet vse znaqeniØ, krome, moßet byt~, odnogo – v qastnosti, znaqeniØ s otricatel~noæ vewestvennoæ qast~¸.

b) Net. Esli u – poloßitel~naØ garmoniqeskaØ funkciØ na C^∗ , to v(z) = u(e^z) – poloßitel~naØ garmoniqeskaØ funkciØ na C .

v) Da. Naprimer Re ( √ z), gde vybrana vetv~ kvadratnogo kornØ s poloßitel~noæ vewestvennoæ qast~¸.

2. Naæti obwiæ vid racional~nyh funkciæ f, takih qto |f| = 1 na ediniqnoæ okrußnosti |z| = 1.

Otvet: f(z) = αz^k ∏ n z−a_n 1−a_nz , gde α ∈ C , |α| = 1, k ∈ Z, a an ∈ C ∗ – koneqnaØ posledovatel~nost~ toqek.

Dokazatel~stvo. Legko proverit~, qto z^k, a takße

f_a(z) = z − a 1 − az , udovletvorØet uslovi¸. Esli racional~naØ funkciØ f po modul¸ ravna edinice na ediniqnoæ okrußnosti, to, razdeliv eœ na z v podhodØweæ stepeni i na koneqnoe koliqestvo funkciæ vida f_a, my moßem dobit~sØ, qtoby u qastnogo g ne ostalos~ ni nuleæ ni pol¸sov v diske |z| ≤ 1. Posle fftogo, po principu maksimuma |g| ≤ 1 i |1/g| ≤ 1 v ediniqnom diske, to est~ |g| = 1 pri |z| ≤ 1, iz qego uße sleduet, qto g – konstanta.

3. Pust~ φ – nepreryvnaØ funkciØ na zamknutom ediniqnom diske |z| ≤ 1. Vvedœm taku¸ meru negolomorfnosti φ: m(φ) = inf_f sup_{|z|≤1} |f(z) − φ(z)|, gde nißnØØ gran~ inf_f berœtsØ po vsem funkciØm f, golomorfnym v nekotoroæ oblasti, soderßaweæ disk |z| ≤ 1.

a) Naædite m(φ) dlØ φ(z) = |z|.

b) Dokaßite, qto m(φ) = 0 togda i tol~ko togda, kogda φ golomorfna na otkrytom diske |z| < 1.

Rexenie.

a) Otvet: m(φ) = 1/2. Deæstvitel~no, esli vzØt~ f(z) = 1/2, to sup |f − φ| = 1/2. Men~xego znaqeniØ dobit~sØ nevozmoßno, poskol~ku esli |f(0)| < 1/2, to, po principu maksimuma, sup_{|z|=1} |φ(z) − f(z)| = sup_{|z|=1} |1 − f(z)| ≥ |1 − f(0)| > 1/2. b) Esli m(φ) = 0, to suwestvuet posledovatel~nost~ golomorfnyh funkciæ f_n, kotoraØ shoditsØ k φ ravnomerno v oblasti |z| < 1. Po teoreme Veæerxtrassa, predel φ – takße golomorfnaØ funkciØ na |z| < 1. Naoborot, esli φ golomorfna na |z| < 1, poloßim f_n(z) = φ(^{n−1}_n z). Iz ravnomernoæ nepreryvnosti φ sleduet, qto f_n shoditsØ k φ ravnomerno na |z| ≤ 1. 4. Vyqislite summu ∑ n≥0 1 n^4+4 .

Rexenie. Rassmotrim funkci¸ f(z) = 1 (e^z − 1) (z^4 + 4(2π)^4) . Netrudno ubedit~sØ (i na lekciØh bylo), qto 1/(e^z − 1) ograniqena na kvadrate max(|x|, |y|) = (2k + 1)π. Sledovatel~no, integral f po fftomu kvadratu stremitsØ k nul¸ pri k → ∞. Inymi slovami, summa vseh vyqetov f na C ravna nul¸.

Vyqet f v toqke 2πin, n ∈ Z, raven 1 (2π)^4(n^4 + 4) . Vyqet f v toqke z_0 = 2π(±1 ± i) raven 1 (e^{z0} − 1)4z^3_0 = − z_0 16(2π)^4(e^{±2π} − 1) . SummiruØ ffto vyraßenie po z_0 = 2π(±1 ± i), poluqaem ∑ n∈Z 1 n^4 + 4 = π 4 th π , otkuda ∑ n≥0 1 n^4 + 4 = 1 8 + π 8 th π .

5. Pust~ σ_{2k−1}(n) = ∑ d|n d^{2k−1} est~ summa (2k − 1)-vyh stepeneæ poloßi-

tel~nyh deliteleæ n. DlØ k ≥ 2 funkciØ α_{2k}(s) opredelØecØ kak

α_{2k}(s) = ∑ n≥1 σ_{2k−1}(n) n^s , dlØ teh s, pri kotoryh fftot rØd shoditsØ.

a) Dokaßite, qto α_{2k} prodolßaetsØ do meromorfnoæ funkcii na C .

b) Dokaßite, qto funkciØ β_{2k}(s) = (2π)^{−s}Γ(s)α_{2k}(s) udovletvorØet ravenstvu β(s) = β(2k − s).

v) Naædite vse pol¸sa α_{2k}.

Rexenie. Imeem

σ_{2k−1}(n) < n^{2k−1} + (n/2)^{2k−1} + (n/3)^{2k−1} + · · · = n^{2k−1}ζ(2k − 1).

Sledovatel~no rØd, opredelØ¸wiæ α_{2k}, zavedomo shoditsØ pri Re s > 2k, tak qto est~ qto analitiqeski prodolßat~.

Napomnim, qto rØd �æzenxteæna E_{2k} imeet vid

E_{2k}(τ ) = c ( a + ∑ σ_{2k−1}(n)e^{2πinτ} ) , gde a = − B_{2k} 4k , c = (−1)^k

2(2π)^{2k}B_{2k} (2k − 1)! , no konkretnye znaqeniØ a i c nam ne ponadobØcØ, my budem pol~zovat~sØ tol~ko tem, qto a, c ≠ 0.

RØd E_{2k} ØvlØetsØ modulØrnoæ formoæ vesa 2k, v qastnosti

E_{2k}(−1/τ ) = τ^{2k}E_{2k}(τ ).

Pri Re s > 2k imeem

β_{2k}(s) = (2π)^{−s} ∑ σ_{2k−1}(n) n^s ∫_∞ 0 e^{−t}t^s dt t = ∑ n σ_{2k−1}(n) ∫_∞ 0 e^{−t} (t/2πn)^s d(t/2πn) (t/2πn)

= ∫_∞ 0 ( ∑ n σ_{2k−1}(n)e^{−2πnt} ) t^s dt t = ∫_∞ 0 ( E_{2k}(it) c − a ) t^s dt t = 1 c M(E_{2k}(it)), gde M – preobrazovanie Mellina. (DlØ krasoty, konstantu a moßno ubrat~, poskol~ku preobrazovanie Mellina konstanty ravno nul¸.)

GlØdØ na rØd, zada¸wiæ E_{2k} , vidno, qto^{E2k (it)}_c − a ubyvaet ffksponencial~no pri t → ∞. Inymi slovami, E_{2k}/c imeet oqen~ prostoe asimptotiqeskoe razloßenie na beskoneqnosti: E_{2k}(it)/c = a + O(1/t^n ) dlØ l¸bogo n > 0.

Iz svoæstva modulØrnosti E_{2k}(i/t) = t^{2k}E_{2k}(it), poluqaem asimptotiqeskoe razloßenie E_{2k}(it)/c pri t → 0: E_{2k}(it)/c = a t^{2k} + O(t^n)

dlØ l¸bogo n > −2k.

Takim obrazom, β_{2k}(s) – preobrazovanie Mellina E_{2k}(it) – ØvlØetsØ meromorfnoæ funkcieæ na vseæ kompleksnoæ ploskosti i imeet rovno dva prostyh pol¸sa: s = 0 i s = 2k. Iz fftogo sleduet, qto α_{2k}(s) takße meromorfna na C i imeet rovno odin prostoæ pol¸s v s = 2k (pol¸s v nule isqezaet pri delenii na Γ(s)).

DelaØ zamenu peremennoæ t → 1/t v integrale

β_{2k}(s) = 1 c ∫_∞ 0 E_{2k}(it) t^s dt t , poluqaem ravenstvo β(s) = β(2k − s).

6. KrivaØ zadana v C^2 uravneniem y^2 = (x − a_1) · · · (x − a_{2g+2}), gde a_1, . . . , a_{2g+2} – poparno razliqnye kompleksnye qisla. Po teoreme suwestvovaniØ Rimana fftu krivu¸ moßno odnoznaqno dopolnit~ do kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti C tak, qtoby x i y byli na C meromorfnymi funkciØmi. Naædite v Øvnom vide g lineæno nezavisimyh golomorfnyh 1-form na C.

Rexenie. Iskomye 1-formy zada¸tsØ tak: dx y , xdx y , . . . , x^{g−1}dx y . Rassmotrim sperva toqki C, leßawie v C^2 . Oqevidno, qto privedœnnye 1-formy golomorfny v toqkah y ≠ 0. V okrestnosti toqki x = a_i, y = 0 koordinata y ØvlØecØ lokal~noæ koordinatoæ na krivoæ, a x = a_i + y^2 + O(y^3). Forma dx/y imeet vid (2y + O(y^2))dy, to est~ ona golomorfna v fftoæ toqke. Sledovatel~no golomorfny i ostal~nye 1- formy.

Ostalos~ proverit~, qto 1-formy golomorfny takße v toqkah, dobavlennyh k krivoæ pri kompaktifikacii. Poskol~ku C ne vetvicØ nad x = ∞, takih toqek dve, i t = 1/x ØvlØecØ lokal~noæ koordinatoæ v kaßdoæ iz nih. V fftoæ lokal~noæ koordinate 1-forma x^kdx/y zapisyvaecØ tak (znak zavisit ot togo, kaku¸ iz dvuh dobavlennyh toqek my rassmatrivaem): 1 t^k d( 1 t ) ± √ (^1_t − a_1) · · · (^1_t − a_{2g+2}) = ±t^{g+1−k−2} dt √ (1 − ta_1) · · · (1 − ta_{2g−2}) .

To est~ forma golomorfna v okrestnosti t = 0 esli k ≤ g − 1, qto vypolneno v privedœnnyh nami formah.

Zametim, nakonec, qto u vseh g form razliqnye porØdki nuleæ v dvuh dobavlennyh toqkah, iz qego vytekaet, qto formy lineæno nezavisimy.

7. Pust~ C – kompaktanaØ rimanova poverhnost~ roda 2, K – divizor kakoæ-nibud~ golomorfnoæ 1-formy na neæ, a H^0(K) – dvumernoe prostranstvo golomorfnyh 1-form. Sopostavim (esli udascØ) toqke p ∈ C golomorfnu¸ 1-formu s nulœm v fftoæ toqke.

a) Dokaßite, qto poluqilos~ horoxo opredelœnnoe otobraßenie f :

C → PH^0(K).

b) Dokaßite, qto f imeet stepen~ dva i naædite koliqestvo kritiqeskih toqek f.

Rexenie. a) Vvedœm v H^0(K) bazis iz dvuh golomorfnyh 1-form (ω_1, ω_2). Poloßim φ(z) = ω_1/ω_2. �to – meromorfnaØ funkciØ na C. Legko videt~, qto ffta funkciØ faktiqeski i ØvlØecØ otobraßeniem f. Bolee toqno, f(z) = [−1 : φ(z)] = [−1/φ : 1], gde z – toqka C, a odnorodnye koordinaty zapisyva¸cØ v bazise (ω_1, ω_2). Deæstvitel~no, 1-forma ω(ξ) = −ω_1(ξ) + φ(z)ω_2(ξ) imeet nol~ v toqke ξ = z.

b) U l¸boæ golomorfnoæ formy na poverhnosti roda g rovno 2g − 2 nulØ s uqœtom kratnosteæ. V dannom sluqae, 2g − 2 = 2, sledovatel~no funkciØ φ imeet stepen~ ne bol~xe dvuh.

Esli φ imeet stepen~ nol~, to ona golomorfna. No golomorfnaØ funkciØ na kompaknoæ rimanovoæ poverhnosti – konstanta po principu maksimuma. PoluqaecØ, qto ω_1 proporcional~na ω_2, i oni ne mogut obrazovyvat~ bazis.

Esli φ imeet stepen~ odin, to ona zadaœt izomorfizm meßdu C i C P^1 . No krivaØ roda 2 ne moßet byt~ izomorfna krivoæ roda 0.

Vyhodit, qto φ imeet stepen~ dva. Po formule Rimana-Gurvica

χ(C) = deg f · χ(C P^1 ) − # kritiqeskih toqek, −2 = 2 · 2 − # kritiqeskih toqek,

otkuda kritiqeskih toqek 6.