íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 12.02.2009

1. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 2. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n ÂÙÔØ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. œÅÒ- ÎÏ ÌÉ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Á ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n | ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R. æÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖: E → [0; +∞) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ E, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) ‖x + y‖ ⩽ ‖x‖ + ‖y‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ E;

2) ‖ffx‖ = |ff|‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff ∈ R É x ∈ E;

3) ‖x‖ = 0 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x = 0.

åÓÌÉ ‖·‖ | ÎÏÒÍÁ ÎÁ E, ÔÏ ÎÁ E ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÍÅÔÒÉËÕ) d(x; y) = ‖x−y‖, ËÏÔÏÒÏÅ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ E ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R^n (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ).

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÒÑÄÕ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ R^n, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖x‖_2 = √∑ i(x^i)^2 ÄÌÑ x = (x^1; : : : ; x^n) ∈ R^n, ŒŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ‖x‖_1 = ∑ i |x_i| É ‖x‖_∞ = max_i |x_i|.

1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖x‖_∞ ⩽ ‖x‖_2 ⩽ ‖x‖_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n.

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ C; D ¿ 0, ÞÔÏ ‖x‖_1 ⩽ C‖x‖_2 É ‖x‖_2 ⩽ D‖x‖_∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n.

3) õËÁÖÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ C; D Ó ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ‖ · ‖^′ É ‖ · ‖^{′′} | ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ a; b ¿ 0, ÞÔÏ a‖x‖^′ ⩽ ‖x‖^{′′} ⩽ b‖x‖^′ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_1; ‖ · ‖_2 É ‖ · ‖_∞ ÎÁ R^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ {x_k}^∞_{k=1} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: 1) lim_{k→∞} x_k = x; 2) lim_{k→∞} d(x_k; x) = 0;

3) lim_{k→∞} x^i_k = x^i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n;

4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ∋ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ x_k ∈ U ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ¿ N.

úÁÄÁÞÁ 8. 1) ðÕÓÔØ A ⊂ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = lim_{k→∞} x_k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_k} ÉÚ A.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_k}, ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë x, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ x_k ∈ U ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ¿ N.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ R^n ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÒÅÄÅÌ Œ K.

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ E ⊂ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E → R^m ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÔÏÞ- ËÅ x ∈ E ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ E, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë x, Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë f(x).

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f = (f^1; : : : ; f^m): E → R^m ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f^1; : : : ; f^m ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 13. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : R^2 → R, ÞÔÏ f(0; 0) = lim_{t→0} f(t; kt) = lim_{t→0} f(kt; t) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ R, ÎÏ f ÒÁÚÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ (0; 0).

úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Œ ÏÔÒÅÚÏË É ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔ.

úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ K ⊂ R^n | ËÏÍÐÁËÔ, f : K → R^m | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : f(K) → K ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÐÕÔØ) fl : [0; 1] → A, ÞÔÏ fl(0) = a É fl(1) = b. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ (ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÍ Œ A), ÅÓÌÉ U = A ∩ V ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V ⊂ R^n. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÓŒÑÚÅÎ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ ` ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = sin(1=x), ÇÄÅ 0 ¡ x ⩽ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÒÁŒÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ ` Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [−1; 1] ÏÓÉ Oy. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 20. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R.

úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÓŒÑÚÎÏÇÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚ- ÎÏÇÏ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R^n ÓŒÑÚÅÎ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÅÎ).

úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ R^n ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÔËÒÙÔÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ.

úÁÄÁÞÁ 23. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÄŒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U É V Œ R^2, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ U ∩ V = ∅ É @U = @V .