íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 19.02.2009

2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÏÂSSÅËÔÙ ÄŒÕÈ ŒÉÄÏŒ: ÜÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n É ŒÅËÔÏÒÙ, ĂÏÔÌÏÖÅÎÎÙÅĄ ÏÔ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. œÅËÔÏÒÙ, ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ĂÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁĄ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. (á ŒÏÔ ŒÅËÔÏÒÙ, ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.) óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, x_0 ∈ U. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T_{x0} U ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (x_0; ¸), ÇÄÅ ¸ ∈ R^n. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë U Œ ÔÏÞËÅ x_0. üÌÅ- ÍÅÎÔÙ T_{x0} U ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ĂŒÅËÔÏÒÙ, ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔ x_0Ą. éÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ T_{x0} U → R^n; (x_0; ¸) → ¸, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÉÚ R^n ÎÁ T_{x0} U. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ĂÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈĄ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ U). œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÍÅÓÔÏ (x_0; ¸) ∈ T_{x0} U ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ¸ ∈ T_{x0} U.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : U → R. äÌÑ x_0 ∈ U É ȷ ∈ T_{x0} U ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_0 + ȷ ÔÏÞËÕ ÉÚ R^n Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x^1_0 + ȷ^1; : : : ; x^n_0 + ¸^n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ U ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ¸ ∈ T_{x0} U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’(t) = f(x_0 + t¸) ÐÒÉ t = 0. ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ @f @¸ (x_0).

úÁÄÁÞÁ 1. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ @f @¸ (x_0) É @f @(c¸)

(x_0), ÇÄÅ c ∈ R | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ?

úÁÄÁÞÁ 2. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @f @x^i

(x_0) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÄÏÌØ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅËÔÏÒÁ?

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f : R^2 → R, ÉÍÅÀÝÕÀ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ R^2 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÎÏ 1) ÒÁÚÒÙŒÎÕÀ Œ x_0; 2) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ Œ x_0, ÎÏ ÎÅ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ Œ x_0; 3) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ Œ R^2 É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ Œ R^2 \ {x_0}, ÎÏ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ Œ x_0.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f = (f^1; : : : ; f^m): U → R^m ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ U ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f^i : U → R; i = 1; : : : ; m ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0, ÔÏ ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df(x_0) | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_{x0} U (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. Œ ÌÅËÃÉÉ).

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ-

ŒÏÄÎÕÀ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ¸ ∈ T_{x0} U, É @f @¸ (x_0) = df(x_0)¸.

îÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, x^1; : : : ; x^n : U → R | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U ⊂ R^n. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^i Œ ÔÏÞËÅ a = (a^1; : : : ; a^n) ∈ U ÒÁŒÎÏ a^i.

úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ dx^1; d(x^1x^2); d((x^1)^2 + (x^2)^2) ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ¸_1; ¸_2; ¸_3 (ÓÍ. ÒÉÓ.):

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë T_{x0} U (Ô.Å. ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ T_{x0} U) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T^∗_{x0} U É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë U Œ ÔÏÞËÅ x_0.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ dx^1(x_0); : : : ; dx^n(x_0) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ T^∗_{x0} U. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÐÏ ÎÅÍÕ df(x_0).

úÁÄÁÞÁ 9. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^2(R^2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

@^2f @x@y

= 0.

úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ (ËÒÏÍÅ Ð. 4Ó) ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÔŒÅÔÙ Œ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (Ô.Å. ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË É ŒÅËÔÏÒÏŒ). 1) f : R^n × R^n ∼= R^{2n} → R; f(x; y) = (x; y) (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ); 2) f : M_n(R) ∼= R^{n2} → R; f(A) = tr A (ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ A); 3) f : GL_n(R) → GL_n(R); f(A) = A^{−1};

4) f : M_n(R) ∼= R^{n2} → R; f(A) = det A (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A).

œ Ð.4) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÉ:

a) df(E)X, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ; b) df(A)X, ÇÄÅ A | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ; c) df(A)X, ÇÄÅ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.