íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 26.02.2009

3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ. æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; f_2 : U → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ x_0 ∈ U, ÐÒÉÞÅÍ f_2(x_0) ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_1=f_2 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0 É d ( f_1 f_2 ) (x_0) = f_2(x_0)df_1(x_0) − f_1(x_0)df_2(x_0) f_2(x_0)^2 : ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É x ∈ U. äÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ ¸ ∈ T_xU É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ x ÆÕÎËÃÉÉ f : U → R ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ¸(f) ŒÍÅÓÔÏ @f @¸ (x) (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ).

úÁÄÁÞÁ 2. (ŒÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ). ðÕÓÔØ U ⊂ R^n É V ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ’: U → V | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ’ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ U | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L: T_xU → T_{’(x)}V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (L¸)(f) = ¸(f ∘ ’) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : V → R.

úÁÄÁÞÁ 3. (ÔÒÅÔØÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ). ðÕÓÔØ U; V; ’; x | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, fl : (−”; ”) → U | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ËÒÉŒÁÑ, x = fl(0), ¸ = fl^′(0) | ÅÅ ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ. œÅËÔÏÒÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÁËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ d’(x)¸? äÁÊÔÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U; V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: U → V ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ C^p-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ’ ∈ C^p(U) É ’^{−1} ∈ C^p(V ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M; U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ’: M → U | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, (y^1; : : : ; y^n) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ U. æÕÎËÃÉÉ ~y^i = y^i ∘ ’ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊ- ÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ M.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ (~y^1; : : : ; ~y^n) | ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ⊂ R^n, f : M → R | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d~y^1(x); : : : ; d~y^n(x) | ÂÁÚÉÓ Œ T^∗_x M É ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ df(x) ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÁÒÁÊ- ÔÅÓØ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ M.

úÁÄÁÞÁ 5. œÙÒÁÚÉÔÅ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ: 1) x @ @x + y @ @y ; 2) y @ @x − x @ @y ; 3) ´ =

@^2 @x^2 + @^2 @y^2

(ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ).

úÁÄÁÞÁ 6. õÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÓÔÒÕÎÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ∈ C^2(R): @^2u @t^2

= a^2

@^2u @x^2 : çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = u(x; t) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÆÉÌØ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t.

1) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸ = x − at, ȷ = x + at.)

2) ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ { u(x; 0) = u_0(x) u^′_t(x; 0) = v_0(x):

îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ. 3) (óÔÒÕÎÁ ÇÉÔÁÒÙ). ðÕÓÔØ v_0 = 0, Á u_0 | ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÇÒÁÆÉËÏÍ:

îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÒÏÆÉÌØ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ t_k = kl 4a (k = 0; : : : ; 5).

4) (óÔÒÕÎÁ ÒÏÑÌÑ). ðÕÓÔØ u_0 = 0, Á v_0 | ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÇÒÁÆÉËÏÍ:

îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÒÏÆÉÌØ ÓÔÒÕÎÙ Œ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ t_k = kl 4a (k = 0; : : : ; 5).

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ C^k(U), ÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ k ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ É f ∈ C^N (U). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ) É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ:

f(x + h) = ∑ ff_1;:::;ff_n∈Z_+ ff_1+···+ff_n⩽N 1 ff_1! : : : ff_n!

@^{ff1 +···+ffn} f(x) (@x^1)^{ff1} : : : (@x^n)^{ffn}

(h^1)^{ff1} : : : (h^n)^{ffn} + o(‖h‖^N )

ÐÒÉ h → 0. (úÄÅÓØ Z_+ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.) úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÂÏÒÙ ff = (ff_1; : : : ; ff_n) ∈ Z^n_+ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁÍÉ. åÓÌÉ ff ∈ Z_+, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ |ff| = ff_1 + · · · + ff_n; ff! = ff_1! : : : ff_n!; h^ff = (h^1)^{ff1} : : : (h^n)^{ffn} ;

D^fff(x) =

@^{|ff|}f(x) (@x^1)^{ff1} : : : (@x^n)^{ffn} : œ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÏÚÒÉÍÙÊ ŒÉÄ:

f(x + h) = ∑ |ff|⩽N 1 ff! D^fff(x)h^ff + o(‖h‖^N ) (h → 0):

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ f ∈ C^N (U) É f(x + h) = ∑ |ff|⩽N cffh

ff + o(‖h‖^N ) ÐÒÉ h → 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_ff =

D^fff(x) ff! . úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ

@^{50}f @x^{24}@y^{26}

(0; 0) ÄÌÑ f(x; y) = sin(x^2 + y^2).