íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 5.03.2009

4. üËÓÔÒÅÍÕÍ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f ∈ C^2(U) É x ∈ U. çÅÓÓÉÁÎÏÍ f Œ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

H_f (x): T_xU → R; H_f (x)h = ∑ i;j @^2f(x) @x^i@x^j dx^i(h)dx^j (h):

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ df(x) = 0. íÏÖÅÔ ÌÉ f ÉÍÅÔØ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ Œ x, ÅÓÌÉ H_f (x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ?

úÁÄÁÞÁ 2. ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ H_f (x) ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÅ?

úÁÄÁÞÁ 3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ Œ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅÃÅÐÔÕ, ÞÔÏ É Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ?

úÁÄÁÞÁ 4. äÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ: 1) f(x; y) = −y^2 +x^2 −x^4; 2) f(x; y) = cos x−y^2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÉÈ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {(x; y) : f(x; y) = c}) É ÇÒÁÆÉËÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^2, É ÐÕÓÔØ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ x_0 ∈ R^2, ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ x_0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x_0 | ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f?

úÁÄÁÞÁ 6. (úÁÄÁÞÁ çÀÊÇÅÎÓÁ). éÚŒÅÓÔÎÏ (ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÚÁËÏÎÏŒ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ É ÉÍÐÕÌØÓÁ), ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÉ ÛÁÒÁ ÍÁÓÓÙ M, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ v_0, É ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÍÁÓÓÙ m ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ

2Mv_0 m + M

. ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ M; m É v_0 ÐÏÄÂÅ- ÒÉÔÅ ÍÁÓÓÙ m_1; : : : ; m_n ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÛÁÒÏŒ (ÓÍ. ÒÉÓ.) ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÛÁÒÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ. þÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÛÁÒÏŒ n?

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ U ⊂ R^2, (x_0; y_0) ∈ U, É ÐÕÓÔØ F ∈ C^2(U) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ @F @y (x_0; y_0) ≠ 0.

ðÕÓÔØ y = f(x) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÑŒÎÏ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = 0 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x_0; y_0) (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ). œÙÒÁÚÉÔÅ f^{′′}(x_0) ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F .

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ U ⊂ R^3. F ∈ C^1(U), É ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ F ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ x = x(y; z); y = y(z; x); z = z(x; y) | ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÑŒÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x; y; z) = 0. îÁÊÄÉÔÅ @x @y @y @z @z @x . ðÕÓÔØ {fl_t}_{t∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÅÑŒÎÏ: fl_t = {(x; y) :

f_t(x; y) = 0}, ÇÄÅ f_t | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ df_t ≠ 0 ÎÁ fl_t. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ f(t; x; y) = f_t(x; y) ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÁÑ, É ÐÏÌÏÖÉÍ M = {(t; x; y) ∈ R^3 : f(t; x; y) = 0}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß ÐÒÏÅËÃÉÀ R^3 → R^2; (t; x; y) → (x; y).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÇÉÂÁÀÝÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {fl_t} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R^2, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÉÚ M, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ T_xM (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÏÓÉ Ot.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÉÓËÁÔØ ÏÇÉÂÁÀÝÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E = { (x; y) : ∃t ∈ I : f(t; x; y) = @ @t f(t; x; y) = 0 } . á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÇÉÂÁÀÝÁÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ I_0 ⊂ I É ’: I_0 → R^2 | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ fl_t Œ ÔÏÞËÅ ’(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’(I_0) ⊂ E.

úÁÄÁÞÁ 11. îÁÊÄÉÔÅ ÏÇÉÂÁÀÝÕÀ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ‘ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÌÕÏÓÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 12. (ëÒÉŒÁÑ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔÉ). îÁÊÄÉÔÅ ÇÒÁÎÉÃÕ ÚÏÎÙ ÄÏÓÑÇÁÅÍÏÓÔÉ ÓÎÁÒÑÄÁ ÐÒÉ ÓÔÒÅÌØÂÅ ÉÚ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÊÓËÏÇÏ ÏÒÕÄÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÓÎÁÒÑÄÁ v_0 ÐÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ.