íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 12.03.2009

5. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

úÁÄÁÞÁ 1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÑŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n; V ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. òÁÎÇÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : U → V Œ ÔÏÞËÅ x ∈ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ: rk_x f = rk df(x). ôÏÞËÁ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ f, ÅÓÌÉ rk_x f ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, Ô.Å. ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ min{m; n}.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ∈ C^1(U) ÚÁÍËÎÕ- ÔÏ. úÁÄÁÞÁ 3. äÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : R^2 → R^2 ÎÁÊÄÉÔÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ É ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ x ÎÁÊÄÉÔÅ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ Ker df(x). îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ R^2. 1) (x; y) → (x^2; y) , 2) (x; y) → (x^2; y^2) , 3) (x; y) → (x^3 + xy; y) , 4) (x; y) → (x^2 − y^2; 2xy) , 5) (x; y) → (x^2 − y^2 + 2x; 2xy − 2y) .

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R^N , ÇÄÅ N = n + m.

1) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : U → R^m ËÌÁÓÓÁ C^p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ U ∩ M = {y : F (y) = 0} É rk_x F = m.

2) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^N , ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x ŒÉÄÁ U = I × J (ÇÄÅ I ⊂ R^n É J ⊂ R^m ÏÔËÒÙÔÙ) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : I → J ËÌÁÓÓÁ C^p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ M ∩ U = `_f (ÚÄÅÓØ `_f | ÜÔÏ ÇÒÁÆÉË f). 3) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x É ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y^1; : : : ; y^N ËÌÁÓÓÁ C^p Œ U ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ M ∩ U = {y : y^{n+1} = : : : = y^N = 0}. 4) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R^n É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: V → U ËÌÁÓÓÁ C^p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ rk ’ = n, M ∩ U = ’(V ), É ’: V → ’(V ) { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^{−1} : ’(V ) → V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R^N , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^N ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.

úÁÄÁÞÁ 5. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ? îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ.

1) {(x; y) ∈ R^2 : x^2 + y^2 = R^2}; 2) {(x; y; z) ∈ R^3 : x^2 + y^2 + z^2 = R^2}; 3) {(x; y; z) ∈ R^3 : x^2 + y^2 − z^2 = a}; 4) {A ∈ M_n(R) : det(A) ≠ 0}; 5) {A ∈ M_n(R) : det(A) = 0}; 6) SL(n) = {A ∈ M_n(R) : det(A) = 1}; 7) O(n) = {A ∈ M_n(R) : A^T = A^{−1}}.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ {fl_t}_{t∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÅÑŒÎÏ: fl_t = {(x; y) : f_t(x; y) = 0}, ÇÄÅ f_t | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ df_t ≠ 0 ÎÁ fl_t É ÆÕÎËÃÉÑ f(t; x; y) = f_t(x; y) ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÁÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ I ËÒÉŒÁÑ fl_t ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ fl_t = {fl(t; s) : s ∈ J}, ÇÄÅ fl : I × J → R^2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÉÂÁÀÝÁÑ E ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ fl_t (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ fl.

úÁÄÁÞÁ 7. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÉ 11 É 12 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÌÉÓÔËÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÄÁÞÉ 6.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÐÒÏÛÌÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ). ðÕÓÔØ ` = {fl(s) : s ∈ I} | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ (Ô.Å. ‖ _fl(s)‖ = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ s). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÅÔÓÑ Ó ` Œ ÔÏÞËÅ P_0 = fl(s_0), ÅÓÌÉ ffi(s) = o(s − s_0)^2 ÐÒÉ s → s_0 (ÓÍ. ÒÉÓ.). üŒÏÌÀÔÏÊ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÎÔÒÏŒ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÎÅÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ ` = {fl(t) : t ∈ I} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, O ∈ R^2, ’(t) | ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ O ÄÏ fl(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O | ÃÅÎÔÒ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀ- ÝÅÊÓÑ c ` Œ ÔÏÞËÅ P_0 = fl(t_0) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’^′(t_0) = ’^{′′}(t_0) = 0.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜŒÏÌÀÔÁ ËÒÉŒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÉÂÁÀÝÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÅÅ ÎÏÒÍÁÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ ÜŒÏÌÀÔÕ ÜÌÌÉÐÓÁ É ÐÁÒÁÂÏÌÙ.