íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 19.03.2009

6. çÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^N , x_0 ∈ U. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. 2-Ê ÌÉÓÔÏË), ÞÔÏ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë U Œ x_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T_{x0} U ŒÓÅÈ ÐÁÒ (x_0; ¸), ÇÄÅ ¸ ∈ R^N . ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ N-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (x_0; ¸) + (x_0; ȷ) = (x_0; ¸ + ȷ) É ˘(x_0; ¸) = (x_0; ˘¸) (ÇÄÅ ˘ ∈ R).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{x0} U ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÏ ÎÅ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ!) Ó R^N ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (x_0; ¸) → x_0 + ¸.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^N ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÉÊ ÌÉÓÔÏË), m = N − n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ M, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x_0 É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : U → R^m ÒÁÎÇÁ m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ M ∩ U = {x ∈ U : F (x) = 0}. õÂÅÄÉ- ÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_{x0} M, ÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: T_{x0} M = Ker ( dF (x_0): T_{x0} U → T_{F (x0)}R^m ) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, T_{x0} M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ T_{x0} U.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^N ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ M, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R^n É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: V → U ÒÁÎÇÁ n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ M ∩ U = ’(V ) É ’: V → ’(V ) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4.4 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÌÉÓÔËÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_{x0} M = Im ( d’(v_0): T_{v0} V → T_{x0} U ) , ÇÄÅ v_0 = ’^{−1}(x_0).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M ⊂ R^m, N ⊂ R^n | ÇÌÁÄËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^p (ÇÄÅ 1 ⩽ p ⩽ ∞), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f : U → R^n ËÌÁÓÓÁ C^p, ÇÄÅ U ⊂ R^m | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M ⊂ R^N | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x_0 ∈ M, f É g | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ x_0. (úÄÅÓØ ÓÌÏŒÏ ĂÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØĄ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ ĂÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Œ MĄ, Ô.Å. ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x_0 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ U = M ∩ V , ÇÄÅ V ⊂ R^N ÏÔËÒÙÔÏ.) âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ f É g ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Œ x_0, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÅÎØÛÅÊ) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x_0. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÒÏÓÔËÏÍ Œ x_0. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÏÓÔËÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ x_0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ C^∞_{x0} . ïÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÓÕÍÍÁ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ) ÒÏÓÔËÏŒ | ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÏÓÔÏË ÉÈ ÓÕÍÍÙ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m_{x0} ÉÄÅÁÌ Œ C^∞_{x0} , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÒÏÓÔËÏŒ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x_0) = 0. þÅÒÅÚ m^2_{x0} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÒÏÓÔËÏŒ ŒÉÄÁ fg, ÇÄÅ f; g ∈ m_{x0} .

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ:

1) ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{x0} M;

2) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ D : C^∞_{x0} → R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ D(fg) = D(f)g(x_0) + f(x_0)D(g) ÄÌÑ ŒÓÅÈ f; g ∈ C^∞_{x0} ;

3) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (m_{x0} =m^2_{x0} )^∗.

úÁÄÁÞÁ 4. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ R^m ÐÒÉ m ≠ n?

úÁÄÁÞÁ 5. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 1) (x; y) → (x + y^2; y + x^2) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; 0) É 2) (x; y; z) → (x cos y cos z; x cos y sin z; x sin y) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1; 0; 0) Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ (Ô.Å. ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ).

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → R^m | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x_0, ÞÔÏ rk_x f ⩾ rk_{x0} f ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ V . íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ rk_x f ¿ rk_{x0} f ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ≠ x_0?

úÁÄÁÞÁ 7. (úÏÎÔÉË õÉÔÎÉ). îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R^2 → R^3; (x; y) → (xy; y; x^2) É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : U → E É g : V → F (ÇÄÅ U; V ⊂ R^n É E; F ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) C^2-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ É x_0 ∈ U | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ f, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÔÏÞËÁ y_0 ∈ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ g.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ É f ∈ C^p(U) | ÆÕÎËÃÉÑ ŒÉÄÁ f = ∑ i x^ig_i, ÇÄÅ x^1; : : : ; x^n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^n É g^i | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ∈ C^{p−1}(U) É g_i(0) = f^′_{xi} (0).

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, x_0 ∈ U | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^2(U), g(x) = ∑ i ø_i(x^i)^2, ÇÄÅ ø_i = ±1, | ÍÏÒÓÏŒÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ f (Ô.Å. ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, C^2-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x_0). ëÁË ÎÁÊÔÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÆÏÒÍÙ g (Ô.Å. ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ø_i), ÚÎÁÑ ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f Œ x_0?

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ f(x; y) = e^x + e^y − e^{x+y}. õËÁÖÉÔÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÏÍÕ f ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 1) (0; 0); 2) (1; 1).

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ f(x; y) = sin(x^2 −y^2). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; 0) Ë ÍÏÒÓÏŒ- ÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ (Ô.Å. ÕËÁÖÉÔÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ËÏÔÏÒÏÊ f ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; 0) É ÕËÁÖÉÔÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÜÔÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ).