íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 26.03.2009

7. õÓÌÏŒÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ

úÁÄÁÞÁ 1. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. œ ÐÐ. 1{5 ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ f, ËÒÉŒÕÀ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ f ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, É ÏÔÍÅÔÉÔØ ÔÏÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ f.

1) x^2 + y^2 ÐÒÉ xy = 1; 2) xy ÐÒÉ x^2 + y^2 = 1; 3) xy ÐÒÉ x^3 + y^3 − 2xy = 0; 4) xy ÐÒÉ 2x^2 + 8y^2 − x^2y^2 = 0;

5) x^2 + 4y^2 ÐÒÉ (x^2 + y^2)^2 − 2(x^2 − y^2) − 1; 6) x + y + z ÐÒÉ 1=x + 4=y + 9=z = 1; 7) x^2 + 2y^2 + 3z^2 ÐÒÉ x^2 + y^2 + z^2 = 1.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÅÒÉ- ÍÅÔÒÏÍ a.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ŒÒÁÝÅÎÉÉ ÏËÏÌÏ ÏÄ- ÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÔÅÌÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 4. ïËÏÌÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 2a, 2b É 2c ÏÐÉÛÉÔÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÆÕÎËÃÉÉ f(x; y) =^n ∑ i=1 x_iy_i ÐÒÉ^n ∑ i=1 x^2_i =^n ∑ i=1 y^2_i = 1.

úÁÄÁÞÁ 6. 1) îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) =^n ∑ i=1 a_ix_i ÐÒÉ^n ∑ i=1 |x_i|^p = 1 (p ¿ 1).

(ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÞÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔ ŒÙÇÌÑÄÅÌ ËÒÁÓÉŒÏ, ŒŒÅÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ q, ÞÔÏ 1=p + 1=q = 1.) 2) (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çčÌØÄÅÒÁ). ðÕÓÔØ p ¿ 1 É 1=p + 1=q = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ | | | ∑ i x_iy_i | | | ⩽ (∑ i |x_i|^p

)_{1=p}(∑ i |y_i|^q

)_{1=q}

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ R^n.

úÁÄÁÞÁ 7. (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ). ðÕÓÔØ p ⩾ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (∑ i |x_i + y_i|^p

)_{1=p} ⩽ (∑ i |x_i|^p

)_{1=p} + (∑ i |y_i|^p

)_{1=p}

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ R^n.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x → ‖x‖_p = (∑ i |x_i|^p

)_{1=p}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ R^n ÐÒÉ ŒÓÅÈ p ⩾ 1.

úÁÄÁÞÁ 8. (îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x_1 + : : : + x_n n ⩾^n √ x_1 : : : x_n ÐÒÉ x_i ⩾ 0.

úÁÄÁÞÁ 9. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ∑ a_{ij} x_ix_j (ÇÄÅ a_{ij} = a_{ji}) ÐÒÉ ∑ x^2_i = 1.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ M = {x ∈ R^n : f_i(x) = 0 ∀i = 1; : : : ; m}, ÐÒÉÞÅÍ rk_x(f_1; : : : ; f_m) = m ÐÒÉ x ∈ M (ÔÁË ÞÔÏ M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^n). ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, L(x) = f(x)− ∑ i ˘_if_i(x) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ, É dL(x_0) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ M. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÅÓÓÉÁÎ H_L(x_0): T_{x0} R^n → R ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ M ÉÍÅÔØ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ Œ ÔÏÞËÅ x_0?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E; F | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R (Ô.Å. ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÎÏÒÍÁÍÉ; ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 2). ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : E → F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C ⩾ 0, ÞÔÏ ‖T x‖ ⩽ C‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ E. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ C Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ T É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‖T ‖.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R^n_p ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÏÒÍÏÊ ‖·‖_p (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÚÁÄÁÞÉ 7); ÐÒÉ p = ∞ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ‖x‖_∞ = max_i |x_i|. ðÕÓÔØ T : R^n_p → R^n_q | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÐÏÓÏÂ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÎÏÒÍÕ T Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: 1) p = 1, q ÌÀÂÏÅ; 2) q = ∞, p ÌÀÂÏÅ; 3) p = q = 2.