íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 9.04.2009

8. éÎÔÅÇÒÁÌ É ÍÅÒÁ

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ f ∈ C[a; b] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ [a; b] ÉÚ ÜÔÏÇÏ É ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÉ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f : E → R | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ E ⊂ R^n. ðÏÌÏÖÉÍ ~f(x) = { f(x) ÐÒÉ x ∈ E; 0 ÐÒÉ x =∈ E:

æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ E, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÒÕÓÏË I ⊃ E, ÞÔÏ ~f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÁÇÁÀÔ ∫ E f(x) dx = ∫ I ~f(x) dx.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ I.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ ’_1; ’_2 : [a; b] → R { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ’_1(x) ⩽ ’_2(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. ðÏÌÏÖÉÍ E = {(x; y) ∈ R^2 : a ⩽ x ⩽ b; ’_1(x) ⩽ y ⩽ ’_2(x)}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : E → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ E, É ∫∫ E f(x; y) dxdy = b∫ a

’_2(x)∫

’_1(x)

f(x; y) dy dx:

úÁÄÁÞÁ 4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ E: 1) f(x; y) = e^{−y2} , E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ x = 0, y = 1 É y = x. 2) f(x; y) = x^2y^2, E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ x = y, x = 2y É ÏÔÒÅÚËÏÍ ËÒÉŒÏÊ xy = 1.

3) f(x; y; z) = xy^2z^3, E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ z = xy, y = x, x = 1 É z = 0. 4) f(x; y) = [x + y], E = [0; 2] × [0; 2].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ≡ 1 ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ E. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁ Vol_n(E) = ∫ E 1 dx ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÏÂSSÅÍÏÍ ÉÌÉ ÍÅÒÏÊ öÏÒÄÁÎÁ E.

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂSSÅÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÌ:

1) ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ x^2 a^2 + y^2 b^2 + z^2 c^2

⩽ 1;

2) ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ËÒÕÇÁ x^2 + (y − R)^2 ⩽ r^2 (r ¡ R) ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ Ox; 3^∗) ÛÁÒ Œ R^n ÒÁÄÉÕÓÁ R. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÂSSÅÍ ÒÁŒÅÎ c_nR^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c_n.)

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ V = {(x; y; z) ∈ R^3 : 0 ⩽ z ⩽ 1; x^2 + y^2 ⩽ z}. îÁÊÄÉÔÅ: 1) ÏÂSSÅÍ V ; 2) ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ V ; 3) ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒÃÉÉ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ V ÒÁŒÎÁ 1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ (x_0; y_0; z_0) ÔÅÌÁ V ⊂ R^3 Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ æ ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

x_0 = 1 M ∫∫ ∫ V xæ dxdydz; ÇÄÅ M = ∫∫ ∫ V æ dxdydz | ÍÁÓÓÁ ÔÅÌÁ

(ÄÌÑ y_0 É z_0 ÆÏÒÍÕÌÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ). íÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒÃÉÉ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ŒÙÞÉÓÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

I_‘ = ∫ ∫∫ V r^2æ dxdydz;

ÇÄÅ r(x; y; z) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ (x; y; z) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ V ⊂ R^3 | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÔÅÌÏ, I_1, I_2, I_3 | ÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I_1 ⩽ I_2 + I_3, I_2 ⩽ I_1 + I_3 É I_3 ⩽ I_1 + I_2. ëÏÇÄÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

úÁÄÁÞÁ 8. (ôÅÏÒÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ). ðÕÓÔØ I_0 | ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒÃÉÉ ÔÅÌÁ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ ‘_0, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ V , ‘ | ÏÓØ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ‘_0 É ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ r ÏÔ ÎÅÅ. ôÏÇÄÁ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒÃÉÉ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ‘ ÒÁŒÅÎ I = I_0 + mr^2 (ÇÄÅ m | ÍÁÓÓÁ ÔÅÌÁ V ).

úÁÄÁÞÁ 9. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ E ⊂ R^n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÅÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÌÏÔÎÏ Œ R^n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R^n ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ E ⊂

⋃_N

i=1 I_i ÂÒÕÓËÁÍÉ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

∑_N i=1 Vol(I_i) ¡ ”.

úÁÄÁÞÁ 11. 1) ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÍÅÒÕ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅÍ?

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ R^n ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ŒÏÐÒÏÓ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÅÒÙ ÅÓÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÅÒÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ?

úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ f : E → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ E ⊂ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÁÆÉË `_f ÉÍÅÅÔ (n + 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ 0.

úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅÍ, ÔÏ É @E ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅÍ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ĂÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅÍĄ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ĂÎÕÌÅŒÕÀ ÍÅÒÕĄ?

úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ E | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ @E ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R^n ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅÍ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ 3) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ É ∫ E 1 dx = 0 (ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2 É 3 ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ).

úÁÄÁÞÁ 17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ ÂÒÕÓËÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ f : I → R | ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÂÒÕÓËÅ I = I^u × I^v. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ I^v

f(u; v) dv ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ u ∈ I^u.