íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 16.04.2009

9. îÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ E ⊂ R^n, f : E → R, f ⩾ 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÓÞÅÒÐÁÎÉÑ E ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ (ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ {E_n} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞} ∫ E_n f dx. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ (Œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ).

úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÉ ËÁËÉÈ p ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ D x^p dx?

1) D = [1; +∞); 2) D = [0; 1]; 3) D = [−1; 1] (p ∈ Z); 4) D = R (p ∈ Z).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÉ ËÁËÉÈ p; q ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ +∞∫ 1 dx x^p ln^q x ? úÁÄÁÞÁ 4. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

ß=2∫ 0 ln sin x dx É/ÉÌÉ ß=2∫ 0 ln cos x dx ?

åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÎÁÊÔÉ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÈ ÓÌÏÖÉÔØ.)

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ f ∈ C[0; +∞) É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{T →∞}

∫_T 0 f dx. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ (Œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ)?

ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. äÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ Œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; +∞)). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÍÙÓÌ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ | ŒÙÑÓ- ÎÉÔØ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 6. (ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÅÒÙ öÏÒÄÁÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: 1) åÓÌÉ A; B ⊂ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, ÔÏ ÔÁËÏŒÙ ÖÅ É A ∪ B, A ∩ B É A \ B. 2) åÓÌÉ A; B ⊂ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, ÔÏ Vol(A ∪ B) = Vol(A) + Vol(B) − Vol(A ∩ B). 3) åÓÌÉ A = ⨆ i∈N A_i, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ A_i É A ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, ÔÏ Vol(A) = ∑ i Vol(A_i).

4) åÓÌÉ A_1 ⊂ A_2 ⊂ : : : É A = ⋃ A_i, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ A_i É A ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, ÔÏ Vol(A) = lim_i Vol(A_i).

5) åÓÌÉ A_1 ⊃ A_2 ⊃ : : : É A = ⋂ A_i, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ A_i É A ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, ÔÏ Vol(A) = lim_i Vol(A_i).

úÁÄÁÞÁ 7. (ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ). ðÕÓÔØ E ⊂ R^n ÉÚ- ÍÅÒÉÍÏ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, É f : E → R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ Œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, É ÏÂÙÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 8. 1) ðÕÓÔØ f; g : E → R ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ fg ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÕÅÍÁ.

2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ f É g?

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ E_1; E_2 ⊂ R^n; E = E_1 ∪ E_2, ÐÒÉÞÅÍ Vol_n(E_1 ∩ E_2) = 0. ðÕÓÔØ f : E → R ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ E_1 É ÎÁ E_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ E, É ∫ E f dx = ∫ E_1

f dx + ∫ E_2

f dx:

úÁÄÁÞÁ 10. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 4, Ð.2 Ó ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 11. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÒÉŒÙÍÉ:

1) x + y = a; x + y = b; y = ffx; y = fix (a; b; ff; fi ¿ 0); 2) (x − y)^2 + x^2 = a^2; 3) x^3 + y^3 − axy = 0 (a ¿ 0); 4) (x^2 + y^2)^2 = a(x^3 − 3xy^2) (a ¿ 0).

úÁÄÁÞÁ 12. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÁÓÓÕ ÏÇÕÒÃÁ {(x; y; z) ∈ R^3 : x^2=a^2 + y^2=b^2 + z^2=c^2 ⩽ 1} Ó ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔØÀ æ(x; y; z) = exp √ x^2=a^2 + y^2=b^2 + z^2=c^2.

úÁÄÁÞÁ 13. 1) îÁÊÄÉÔÅ ∫∫ R^2

e^{−(x2+y2)} dxdy.

2) îÁÊÄÉÔÅ ∫ R e^{−x2} dx.

úÁÄÁÞÁ 14. (äÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ). 1) ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → R^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1, A ⊂ U | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É f(A) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ 0.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ- ÅÍÙÈ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. 3) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ) ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

4) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÅÅ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ 0.

5) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ.