íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ 14.05.2009

üËÚÁÍÅÎ

úÁÄÁÞÁ 1. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (æ; ) ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍÉ (x; y) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ x = aæ cos ; y = bæ sin (a; b | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). îÁÊÄÉÔÅ ÑËÏÂÉÁÎ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (r; ’) Ë ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. [îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÑËÏ- ÂÉÁÎ | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ñËÏÂÉ.]

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x; y; z) = y^2 − x^2 + x^4 + 3z^2 Œ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ {(x; y; z) ∈ R^3 : x^2 + y^2 + z^2 ⩽ 9; z ⩾ 0}.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ’ ∈ C^∞(U) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ˘ ∈ R (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ’(tx) = t^˘’(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U É t ¿ 0 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ tx ∈ U). 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U É ŒÓÅÈ p ∈ N ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÍÕÌØÔÉ- ÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 3) ∑ |ff|=p

D^ff’(x) ff! x^ff = C_p’(x);

ÇÄÅ C_p | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ ∈ C^∞(R^n) É ˘ ∈ N, ÔÏ ’ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ˘.

úÁÄÁÞÁ 4. 1) ðÕÓÔØ f | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [0; +∞). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ +∞∫ 0 f(x) dx É +∞∫ 0 | sin x|f(x) dx

ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅŒÅÒÅÎ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ +∞∫ 0 +∞∫ 0 dx dy e^{xy} ln(x + y + 2) É +∞∫ 0 +∞∫ 0 | sin x|| sin y| e^{xy} ln(x + y + 2) dx dy

(ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅÔ).

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, ’: C^∞(U) → R | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ (Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ ’(ab) = ’(a)’(b) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b), ÎÅ ÒÁŒÎÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ U, ÞÔÏ ’(f) = f(a) ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C^∞(U) 1) ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ U; 2) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ U. úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ ∑ `_n | ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, `_n ¿ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ { x ∈ (0; 1) : | |x − p q | | ¡ `^q q ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ p ∈ Z; q ∈ N }

ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÍÅÒÕ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÐÁËÔ Œ R^n, ’: K → K | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ d(’(x); ’(y)) ⩾ d(x; y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ K.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ K É ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ k ∈ N, ÞÔÏ d(x; ’^k(x)) ¡ ”.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ.