ЛИСТОК 2

1. Пусть f ∈ O(C) — целая функция.

a) Если |f(z)| < M(log |z|)^N при |z| > e для некоторых M > 0 и N ∈ N, то функция f постоянна.

b) Если |f(z)| < M|z|^N при |z| > 1 для некоторых M > 0 и N ∈ N, то функция f — многочлен степени не выше N.

2. Пусть функция f голоморфна в окрестности замкнутого круга Δ = {|z| ≤ 1}.

a) f(0) =^1_{2π} 2π� 0 f(e^{iθ}) dθ (теорема о среднем).

b) f(0) =^1_π � Δ f(x + iy) dxdy (еще одна теорема о среднем).

c) |f(0)| ≤ π^{− 1p} ‖f‖_Lp_{(Δ)} для любого p ≥ 1, где ‖f‖_Lp_{(Δ)} := � Δ |f|^pdxdy

� 1_p . d) Как изменятся утверждения a)–c), если вместо единичного круга взять круг радиуса r > 0?

3. Пусть функция f(z) =^∞ � n=0 c_nz^n голоморфна в единичном круге Δ = {|z| < 1}.

Докажите, что ‖f‖^2_L2_{(Δ)} = π ∞� n=0 |c_n|^2 n + 1 .

4. Пусть функция f(z) =^∞ � n=0 c_nz^n голоморфна в круге Δ = {|z| < 1} и диффеоморфно отображает Δ на область D ⊂ C. Докажите формулу

Area(D) = π ∞� n=1 n|c_n|^2.

5. Пусть f ∈ C^1(∂Δ) — комплекснозначная функция класса C^1 на единичной окружности.

a) Если f = ~f|_{∂Δ}, где ~f ∈ O(Δ) ∩ C^0(Δ), то^1_{2πi} � ∂Δ f(ζ) dζ

ζ−z ≡ 0 при z ∉ Δ.

b) Для любого θ ∈ [0, 2π) существуют радиальные пределы lim_{r→1±} 1 2πi � ∂Δ f(ζ) dζ ζ − re^{iθ}

=: f_±(e^{iθ}).

c) f(e^{iθ}) = f_−(e^{iθ}) − f_+(e^{iθ}) (Формула Сохоцкого.)

d) Приведите пример функции f, для которой f_± различны и отличны от нуля всюду на единичной окружности.