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p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, ìîäóëÿðíûå ôîðìû è èõ ïðèëîæåíèÿ
Êóðñ äëÿ ñòóäåíòîâ 3-5 êóðñà ÍÌÓ, àñïèðàíòîâ è íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ

Ïðîô. ä.ô.-ì.í. À. À. Ïàí÷èøêèí

(Laboratoire J.-V.Poncelet /Èíñòèòóò Ôóðüå, Ãðåíîáëü, Ôðàíöèÿ)

1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
∣∣(a
b

)∣∣
p
≤
∣∣∣ab ∣∣∣p äëÿ p-àäè÷åñêîé íîðìû c |p|p = 1

p è a, b ∈ N. Âû÷èñ-

ëèòü ordp
(
a
b

)
.

2. Íàéòè ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà äëÿ ìíîãî÷ëåíà (1 +X)p
3 − 1 ∈

Zp[X].

3. Ðàññìîòðèì ðÿäû

f(X) =
∞∑
n=0

anX
n = 1 + log(1 + px) = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n+1 (px)n

n
, (1)

g(X) =
∞∑
n=0

bnX
n = exp(p2x). (2)

(a) Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ f(X) è g(X) â ïîëå Cp.

(b) Ïîëîæèì

hm(X) = f(X)((1 +X)p
7m − 1) + g(X) =

∞∑
n=0

cm,nX
n.

Ïîêàçàòü, ÷òî:

Äëÿ âñåõ n ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
m→∞

cm,n = cn;

(c) Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà: h(X) =
∑∞

n=0 cnX
n.

(d) Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ {x ∈ Cp | |x|p < 1} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
m→∞

hm(x) =

g(x).

4. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå µ(a+ (pN )) íà Zp ñî çíà÷åíèÿìè â Zp.

(a) Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ {t ∈ Cp | |t|p < 1} ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ïðåäåë:

lim
m→∞

pm−1∑
a=0

(1 + t)aµ(a+ (pm)).

(b) Ïîëîæèì

Fm(T ) =
pm−1∑
a=0

(1 + T )aµ(a+ (pm)) =
∞∑
n=0

Am,nT
n.



Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n ñóùåñòâóåò An = lim
m→∞

Am,n.

(c) Ïóñòü u ∈ Cp. Ïîêàçàòü,÷òî lim
m→∞

up
m

= 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |u − 1|p < 1.

Ïîêàçàòü,÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Zp âûðàæåíèå χ(t)(x) = (1 + t)x îïðåäåëÿåò àääèòèâíûé
õàðàêòåð ãðóïïû Zp (òî åñòü ãîìîìîðôèçì χ(t) : Zp → C∗p) ïîñðåäñòâîì p�àäè÷åñêîãî
ïðåäåëà (1 + t)x = lim

a→x
(1 + t)a, a ∈ N.

(d) Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä F (T ) =
∑∞

n=0AnT
n ñõîäèòñÿ â îòêðûòîì äèñêå {t ∈ Cp | |t|p < 1}

è ÷òî F (t) ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì
∫

Zp

χ(t)(x)dµ(x).

5. (a) Ïóñòü M ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, f : Z → Q ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà M (òî
åñòü f(x+M) = f(x)). Îáîáùåííîå ÷èñëî Áåðíóëëè Bk,f îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

∞∑
k=0

Bk,f
k!

tk =
M∑
a=1

f(a)teat

eMt − 1
.

Ïîêàçàòü, ÷òî Bk,f = Mk−1
M∑
a=1

Bk

( a
M

)
ãäå Bk(X) =

∑k
i=0

(
k
i

)
BiX

k−i ìíîãî÷ëåí Áåðíóë-

ëè.

(b) Îáîáùåííûé ìíîãî÷ëåí Áåðíóëëè Bk,f (X) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

∞∑
k=0

Bk,f (X)
tk

k!
=

M∑
a=1

f(a)
t e(a+X)t

eMt − 1

Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 1 èìååì

Bk,f (X) =
k∑
i=0

(
k

i

)
f(a)Bi,fXk−i = Bk,f + kBk−1,fX + · · ·+B0,fX

k

(c) Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ñóììó ñòåïåíåé

Sk,f (M) =
M∑
a=1

f(a)ak.

Ïîêàçàòü, ÷òî
1
k

[Bk,f (M)−Bk,f (0)] = Sk−1,f (M),

(d) Ïîëîæèì f(n) = exp(2πin
3 ), M = 3. Íàéòè 13-àäè÷åñêèé ïðåäåë

lim
m→∞

1
3 · 13m

S3,f (3 · 13m).



6. (à) Îïèñàòü ÷åòíûå õàðàêòåðû Äèðèõëå χ mod 1001. Êàêèå èç ýòèõ õàðàêòåðîâ èìåþò
ïîðÿäîê 2?

(b) Äëÿ âñåõ ÷åòíûõ õàðàêòåðîâ χ mod 1001 ïîðÿäêà 2 âû÷èñëèòü ÷èñëà Áåðíóëëè-
Ëåîïîëüäòà B2,χ.

7. Ïóñòü χ íåòðèâèàëüíûé õàðàêòåð Äèðèõëå mod N òàêîé, ÷òî p3 6 | N íî p2|N è ïóñòü

Lp(s, χ) =
1
N

1
s− 1

N∑
a=1
p 6 |N

χ(a)〈a〉1−s
∞∑
j=0

(
1− s
j

)
·Bj ·

(
N

a

)j

ñîîòâåòñòâóþùàÿ p�àäè÷åñêàÿ L�ôóíêöèÿ, ãäå a = ω(a)〈a〉, ω îáîçíà÷àåò õàðàêòåð Òåéõ-
ìþëëåðà.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ s ∈ Zp ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

Lp(s, χ) = a0 + a1(s− 1) + a2(s− 1)2 + · · ·

ãäå

a0 =
N∑

a=1
p 6 |N

χ(a)
(

1
N

logp〈a〉 −
1
2a
− N

12a2

)
.

(b) Âû÷èñëèòü L3(−1, χ3) ãäå χ3(n) =
(
n
3

)
(ñèìâîë Ëåæàíäðà).

(c) Ïóñòü n 6≡ −1 mod (p− 1), n íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïîõàçàòü, ÷òî

B1,ωn ≡ Bn+1

n+ 1
(modp)

ãäå ω � õàðàêòåð Òýéõìþëëåðà.

8. a) Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ N ∈ N ãëàâíàÿ êîíãðóýíö�ïîäãðóïïà Γ(N) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé â Γ(1) = SL2(Z), è ÷òî Γ1(N) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â Γ0(N).

b) Âû÷èñëèòü èíäåêñ ïîäãðóïïû Γ0(100) â ãðóïïå SL2(Z).

9. a) Äëÿ ïàðû (a1, a2) mod N , k > 2 ïîëîæèì

Gk(z; a1, a2, N) =
∑

m1≡a1 mod N
m2≡a2 mod N

′(m1z +m2)−k,

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïàðàì (m1,m2) 6= (0, 0). Ïîêàçàòü,
÷òî ýòîò ðÿä îïðåäåëÿåò ìîäóëÿðíóþ ôîðìó âåñà k îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé êîíãðóýíö-
ïîäãðóïïû Γ(N) óðîâíÿ N .



b) Íàéòè ðàçëîæåíèå Ôóðüå ðÿäà Ýéçåíøòåéíà

Gk(z; a1, a2, N) = δ
(a1

N

) ∑
m2≡a2 mod N

m−k2 (3)

+
(−2πi)k

Nk(k − 1)!

∑
mm1>0

m1≡a1 mod N

mk−1sgnζa2m
N qmm1/N , (4)

ãäå ζN = exp(2πi/N), δ(x) = 1 äëÿ x ∈ Z, è δ(x) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èñïîëüçîâàòü
ðàçëîæåíèå

∑
n∈Z

(mz + n)−k =
(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

n k−1e2πinmz (k ≥ 2, m 6= 0)

10. Ïóñòü ω îáîçíà÷àåò õàðàêòåð Òýéõìþëëåðà modp ñî çíà÷åíèÿìè â Z[ζp−1] ïðè÷åì ζp =
exp(2πi/p), è ω(x) ≡ x(modp). Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âëîæåíèè Z[ζp−1] ⊂ Zp ðÿä

G1(p, ω−1) = 1 +
2

L(0, ω−1)

∞∑
n=1

∑
d|n

ω−1(d)qn =

1− 2
B1,ω

∞∑
n=1

∑
d|n

ω−1(d)qn (5)

ñðàâíèì ñ 1 modpZ[[q]].

11. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëëèíà ôóíêöèè f =
∑∞

n=0 a(n) exp(2πinz) (Im(z) > 0) íàçûâàåòñÿ
ðÿä Äèðèõëå L(f, s) =

∑∞
n=0 a(n)n−s. Ðàçëîæèòü â ýéëåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ïî ïðî-

ñòûì ÷èñëàì ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ðÿäà Ýéçåíøòåéíà f = Gk(N,ψ) = L(1−k,ψ)
2 +∑∞

n=1

∑
d|n ψ(d)dk−1qn ãäå k ≥ 4. Íàéòè îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà L(f, s).

12. Äîêàçàòü ñðàâíåíèå Ðàìàíóäæàíà

∀n ∈ Z+, τ(n) ≡
∑
d|n

d11mod 691.

ãäå τ(n) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

q
∏
m≥1

(1− qm)24 =
∑
n≥1

τ(n)qn = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + · · · .

(Ðàçëîæèòü E2
6 ïî áàçèñó E12,∆ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëÿðíûõ ôîðì âåñà 12 îòíîñèòåëüíî

ãðóïïû SL(2,Z), ãäå Ek = − 2k
Bk

+
∞∑
n=1

∑
d|n

dk−1qn ðÿä Ýéçåíøòåéíà âåñà k).



Ñïèñîê çàäà÷ è òåì äèïëîìíûõ è äèññåðòàöèîííûõ ðàáîò

1. Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ p-àäè÷åñêèõ ñåìåéñòâ L-ôóíêöèé Ðàíêèíà (ìåòîäîì ìîäóëÿð-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàáîòû M.Vienney (ENSL)).

2. Ïîñòðîåíèå ñòàíäàðòíûõ p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé íå÷åòíîãî ðîäà (ìåòîä ìîäóëÿðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàáîòû (S.Boecherer� C.-G.Schmidt, AnnIF, 1999))

3. Âû÷èñëåíèå ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé òðîéíûõ ïðîèçâåäåíèé Ãàððåòòà ñ õàðàêòåðàìè Äè-
ðèõëå, äîêàçàòåëüñòâî ñðàâíåíèé (ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàáîòû (Boecherer S., Panchishkin
A.A., Documenta Math. Extra volume : John H.Coates' Sixtieth Birthday (2006), 77-132.))

4. Ïîñòðîåíèå p-àäè÷åñêèõ ñåìåéñòâ çèãåëåâûõ ìîäóëÿðíûõ ôîðì ðîäà òðè ïîñðåäñòâîì
ïîäúåìà Èêåäû-Ìèÿâàêè p-àäè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ìîäóëÿðíûõ ôîðì (ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðàáîò H.Kawamura, T.Ikeda, I. Miyawaki)

5. Ïîñòðîåíèå p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé ñåìåéñòâ çèãåëåâûõ ìîäóëÿðíûõ ôîðì ðîäà òðè,
èíòåðïîëèðóþùèõ ñòàíäàðòíûå è ñïèíîðíûå L-ôóíêöèè F12 è F14 (ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàáîò H.Kawamura, T.Ikeda, I.Miyawaki)

6. Âû÷èñëåíèå ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíûõ p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé ñ õàðàêòåðàìè
Äèðèõëå (ñ èñïîëüçîâàíèåì äèññðòàöèè Ê.Âàíüêîâà è êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì SAGE è
ComputeL (T.Dokshitzer))

7. Âû÷èñëåíèå ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé äîïóñòèìûõ ñåìåéñòâ, è èõ
ïðîèçâîäíûõ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìîäóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âìåñòî ìîäóëÿðíûõ
ñèìâîëîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ñòàòüÿõ Robert Pollack and Glenn Stevens, Computations
with overconvergent modular symbols; Robert Pollack, E�cient computations of p-adic L-
functions via overconvergent modular symbols (and applications to Stark-Heegner points),
http://math.bu.edu/�rpollack/)

8. Âû÷èñëåíèå ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíûõ p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîä-
íûõ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìîäóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé).
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p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, ìîäóëÿðíûå ôîðìû è èõ ïðèëîæåíèÿ
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Ïðåäëàãàåìûé êóðñ ðàññ÷èòàí íà ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, æåëàþùèõ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ òåî-
ðèåé p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ìîäóëÿðíûìè ôîðìàìè, à òàêæå ñ èõ ïðèëîæåíèÿ-
ìè â äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ìåòîäû â àðèôìåòè-
êå. Äàåòñÿ îáçîð òåîðèè p-àäè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ìîäóëÿðíûõ ôîðì, à òàêæå îòêðûòûõ ïðîáëåì
è çàäà÷ òåîðèè p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé.

Ïðîãðàììà:

1. Ñðàâíåíèÿ è p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, ëåììà Ãåíçåëÿ. Ïîëå Òýéòà.
2. Íåïðåðûâíûå è àíàëèòè÷è÷åñêèå ôóíêöèè. Êðèòåðèé Ìàëåðà. Ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòî-

íà.
3. Ìåðû, ðàñïðåäåëåíèÿ è àëãåáðà Èâàñàâû. Ñðàâíåíèÿ Êóììåðà è p-àäè÷åñêàÿ L-ôóíêöèÿ

Êóáîòû-Ëåîïîëüäòà.
4. Ìîäóëÿðíûå ôîðìû è L-ôóíêöèè.
5. Ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàëóà è ñðàâíåíèÿ ìåæäó ìîäóëÿðíûìè ôîðìàìè.
6. Ìåòîä ïðîåêöèè ìîäóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé.
7 Îáçîð ïðèëîæåíèé ê ïðîáëåìàì äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè.
8. Îòêðûòûå ïðîáëåìû è çàäà÷è â òåîðèè p-àäè÷åñêèõ L-ôóíêöèé.
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