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Локальные и глобальные методы в арифметике

А. А. Панчишкин

1. p-адические числа и сравнения

Идея расширения поля Q в теории чисел встречается в различных ва-
риантах. Например, вложение Q ⊂ R часто дает полезные необходимые
условия существования решений диофантовых уравнений над Q и над
Z. Важное свойство поля R  его полнота: любая фундаментальная по-
следовательность (последовательность Коши) {αn}∞n=1 в R имеет предел.
Фундаментальность означает, что абсолютная величина разности αn−αm

стремится к 0, когда n и m стремятся к бесконечности. Кроме того, все
элементы поля R являются пределами фундаментальных последователь-
ностей {αn}∞n=1 с αn ∈ Q. Таким образом, можно сказать, что поле R
получается из Q «присоединением пределов фундаментальных последо-
вательностей». Такая конструкция называется пополнением.

Определение предела и фундаментальной последовательности дается
в терминах абсолютной величины числа. Абсолютная величина обладает
следующими свойствами:

а) |a| > 0, причем |a| = 0 тогда и только тогда, когда a = 0; (1)
б) |ab| = |a| · |b|; (2)
в) |a+ b| 6 |a|+ |b|. (3)

Всякая вещественная функция | · | на каком-либо поле K, обладающая
этими свойствами, называется (мультипликативным) нормированием по-
ля K. Для поля Q, помимо абсолютной величины, существуют и другие
нормирования. Так, для любого простого p можно определить так назы-
ваемое p-адическое нормирование | · |p:

|a/b|p = pordpb−ordpa, |0|p = 0,

где ordpa есть наивысшая степень числа p, делящая целое число a. Со-
гласно теореме Островского, всякое нормирования поля Q с точностью до
постоянного (положительного) множителя есть либо абсолютная величи-
на, либо p-адическое нормирование для некоторого простого p.

Математическое просвещение, сер. 3, вып. 12, 2008(55–79)
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Пополнение поля Q относительно p-адического нормирования называ-
ется полем p-адических чисел и обозначается через Qp. Легко видеть, что
нормирование (в данном случае p-адическое) однозначно продолжается на
пополнение.

Использование вложений поля Q в его пополнения по всем нормирова-
ниям, то есть в R и в Qp для всех простых p, часто значительно упрощает
ситуацию в арифметических задачах. Замечательный пример дает теоре-
ма Минковского – Хассе (см.[1], глава 1): уравнение∑

i,j

aijxixj = 0 (aij ∈ Q) (4)

имеет нетривиальное решение в рациональных числах в том и только в
том случае, когда оно нетривиально разрешимо над R и над Qp для всех
простых чисел p. Для нахождения решений уравнений над Qp можно эф-
фективно применять такие приемы, взятые из вещественного анализа, как
«метод касательных Ньютона», который в p-адическом случае известен
как лемма Гензеля.

Наиболее простым способом можно ввести p-адические числа как вы-
ражения вида

α = amp
m + am+1p

m+1 + . . . , (5)

где ai ∈ {0, 1, . . . .p − 1} – цифры (по основанию p), а m ∈ Z. При этом
число α называется целым, если m > 0. Удобно записывать α в виде по-
следовательности цифр, бесконечной влево:

α =

· · · am+1am

m−1︷ ︸︸ ︷
000 . . . 0(p), если m > 0,

· · · a1a0, a−1 · · · am(p), если m < 0.

Эти выражения образуют поле, в котором сложение и умножение выпол-
няются так же, как для рациональных чисел вида pmn (m ∈ Z, n ∈ N),
записанных по основанию p (с конечным числом цифр после запятой). На
самом деле в этом поле лежат все рациональные числа. Например,

−1 = p− 1

1− p
= (p− 1) + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · · = · · · (p− 1)(p− 1)(p).

Если n ∈ N, то выражение для −n = n · (−1) вида (5) получается, если
перемножить такие выражения для n и для −1. Если n не делится на p, то
выражение для − 1

n
может быть получено следующим образом. По теореме

Эйлера pϕ(n) − 1 = un, где u ∈ N. Положим ϕ(n) = r. Тогда

− 1

n
= u

1− pr .
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Так как u < un = pr, то запись по основанию p числа u имеет вид
ar−1 · · · a0(p) (где, быть может, первые несколько цифр равны 0). Следова-
тельно,

− 1

n
= · · · a0

r︷ ︸︸ ︷
ar−1 · · · a0

r︷ ︸︸ ︷
ar−1 · · · a0(p).

Пользуясь этим, легко получить p-адическое выражение для любого ра-
ционального числа. Например, для p = 5 имеем

9

7
= 2− 5

7
= 2 + 5 · 2232

1− 56 .

Так как
2232 = 3 · 54 + 2 · 53 + 4 · 52 + 1 · 5 + 2,

то
9

7
= · · ·

︷ ︸︸ ︷
032412

︷ ︸︸ ︷
032412 2(5).

Нетрудно проверить, что пополнение поля Q относительно p-адической
метрики | · |p отождествляется с полем «p-адических разложений» вида (5)
(см. [2]). При этом |α|p = pm, если в выражении (5) для α имеем am 6= 0.

Разложения (5) p-адических чисел можно рассматривать как аналоги
разложения функции f переменной x в окрестности точки a по степеням
(x− a), причем p является аналогом (x− a).

Любопытно также сравнить разложения (5), «бесконечные влево», с
десятичными разложениями действительных чисел α ∈ R, «бесконечными
вправо»:

α = amam−1 · · · a0, a−1 · · · =
= am10m + am−110m−1 + · · ·+ a0 + a−110−1 + · · · , (6)

где ai ∈ {0, 1, · · · , 9}. Разложения такого типа по любому основанию при-
водят к одному и тому же полю R. Их можно рассматривать как аналоги
разложения функции f переменной x в окрестности бесконечности по сте-
пеням x−1.

Поле Qp является полным метрическим пространством. Более того,
из любой ограниченной по норме последовательности p-адических чисел
можно выбрать сходящуюся подпоследовательность. Это легко доказыва-
ется с помощью последовательного рассмотрения p-адических цифр спра-
ва налево, с учетом того, что у всех членов последовательности число
знаков после запятой ограничено фиксированным числом. Иначе говоря,
всякий «открытый диск» U(r) = {x ∈ Qp | |x|p < r}, а также всякий «за-
мкнутый диск» D(r) = {x ∈ Qp | |x|p 6 r}, компактны. При этом и U(r),
и D(r) являются открыто-замкнутыми подмножествами в Qp.
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В частности, кольцо целых p-адических чисел

Zp = D(1) = {x ∈ Qp | |x|p 6 1} =
{
x = a0 + a1p+ a2p

2 + · · ·
}

 это компактное топологическое кольцо. Оно совпадает с замыканием
множества Z обычных целых чисел в Qp.

Множество обратимых элементов («единиц») кольца Zp  это

Z×
p = Zp\pZp = {x ∈ Qp | |x|p = 1} =

{
x = a0 + a1p+ a2p

2 + · · · | a0 6= 0
}
.

Оно является группой по умножению. Для описания этой группы положим
ν = 1, если p > 2, и ν = 2, если p = 2, и рассмотрим подгруппу

Up =
{
x ∈ Z×

p | x ≡ 1 (mod pν)
}
.

Отображение, определяемое степенным рядом

exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
,

задает гомоморфизм аддитивной группы pνZp в мультипликативную груп-
пу Up. На самом деле это изоморфизм, так как существует обратное отоб-
ражение, задаваемое рядом

log(x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n
.

Можно показать, что

Q×
p = {pm | m ∈ Z} × Z×

p , Z×
p
∼= (Z/pνZ)× × Up, (7)

где ν = 1, если p > 2, ν = 2, если p = 2.

1.1. Приложения p-адических чисел к решению сравнений

Возникновение p-адических чисел в работах Гензеля было связано с
проблемой решения сравнений по модулю pn, а применение их к теории
квадратичных форм его учеником Хассе привело к элегантной форму-
лировке теории квадратичных форм над рациональными числами, не ис-
пользующей рассмотрений в кольцах вычетов Z/pnZ, работать с которыми
затруднительно из-за наличия в них делителей нуля.

Нетрудно видеть, что если f(x1, . . . , xn) ∈ Zp[x1, . . . , xn], то сравнения

f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (mod pn)

разрешимы при любом n > 1 тогда и только тогда, когда уравнение

f(x1, . . . , xn) = 0

разрешимо в целых p-адических числах. Эти решения в Zp можно на-
ходить с помощью p-адического варианта метода касательных Ньютона.
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Теорема 1 (лемма Гензеля). Пусть f(x) ∈ Zp[x]  многочлен од-
ной переменной x, f ′(x) ∈ Zp[x]  его формальная производная и для неко-
торого α0 ∈ Zp выполнено начальное условие

|f(α0)/f ′(α0)2|p < 1 (8)

Тогда существует единственное такое α ∈ Zp, что

f(α) = 0, |α− α0|p < 1.

Доказательство проводится с помощью рассмотрения последователь-
ности

αn = αn−1 −
f(αn−1)

f ′(αn−1)
.

С учетом формального разложения Тейлора многочлена f(x) в точке x =
= αn−1 проверяется, что последовательность фундаментальна, а ее предел
α обладает всеми необходимыми свойствами (см. [1], [6]).

Например, если f(x) = xp−1 − 1, то любое α0 ∈ {1, 2, . . . , p− 1} удо-
влетворяет условию |f(α0)|p < 1, в то время как f ′(α0) = (p − 1)αp−2

0 6≡
6≡ 0 (mod p), так что начальное условие (8) выполнено. Корень α ≡ α0

(mod p) называется представителем Тейхмюллера числа α0 и обозначает-
ся через ω(α0). Например, для p = 5 имеем

ω(1) = 1;

ω(2) = 2 + 1 · 5 + 2 · 52 + 1 · 53 + 3 · 54 · · · ;

ω(3) = 3 + 3 · 5 + 2 · 52 + 3 · 53 + 1 · 54 + · · · ;

ω(4) = 4 + 4 · 5 + 4 · 52 + 4 · 53 + 4 · 54 + · · · = −1;

Описанный метод применим и к многочленам многих переменных, но
уже без единственности находимого решения, (см. [1], [6]).

Еще одно приложение леммы Гензеля связано с описанием квадратов
поля Qp: для произвольного элемента

α = pm · v ∈ Qp (m ∈ Z, v ∈ Z×
p )

свойство α быть квадратом в Qp равносильно тому, что

а) если p > 2, то m ∈ 2Z, а v ≡ v (mod p) ∈ (Z/pZ)×2 (то есть
(
v
p

)
= 1,

где
(
v
p

)
 символ Лежандра);

б) если p = 2, то m ∈ 2Z, а v ≡ 1 (mod 8).
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Разрешимость уравнения x2 = α в Qp при условиях а) и б) выводится
из леммы Гензеля, а необходимость этих условий вытекает из простых
рассмотрений по модулю p и по модулю 8. Как следствие мы получаем,
что факторгруппа Q×

p /Q×
p

2

а) при p > 2 изоморфна Z/2Z×Z/2Z с системой представителей {1, p, v,
pv},

(
v
p

)
= −1;

б) при p = 2 изоморфна Z/2Z×Z/2Z×Z/2Z с системой представителей
{±1,±5,±2,±10}.

2. Диофантовы системы линейных уравнений и
сравнений

2.1. Вычисления с классами вычетов.

С точки зрения алгебры множество Z целых чисел является коммута-
тивным ассоциативным кольцом с единицей, то есть множеством с двумя
коммутативными и ассоциативными операциями (сложение и умножение),
связанными друг с другом законом дистрибутивности.

Пусть N  фиксированное натуральное число. Остатки от деления на
N подразделяют все целые числа на непересекающиеся классы

ā = a+NZ, 0 6 a 6 N − 1,

которые также образуют кольцо

Z/NZ = {0̄, 1̄, . . . , N − 1},

называемое кольцом вычетов по модулю N . При этом равенство ā = b̄
равносильно сравнению a ≡ b (modN).

Часто в задачах теории чисел вычисления в кольце Z можно сводить к
вычислениям в кольцах вычетов Z/NZ. Это доставляет ряд удобств. На-
пример, на многие элементы из Z/NZ можно делить, оставаясь в пределах
этого кольца (в отличие от целых чисел, где всегда определено только де-
ление на ±1). Действительно, если число a взаимно просто с N , то есть
(a,N) = 1, класс ā обратим, так как в этом случае существуют такие це-
лые числа x, y, что ax + Ny = 1, и поэтому ā · x̄ = 1̄. Так получаются
все обратимые элементы кольца вычетов Z/NZ. Они образуют группу по
умножению, обозначаемую (Z/NZ)×. Порядок этой группы обозначается
через ϕ(N) (функция Эйлера). Название происходит от обобщения малой
теоремы Ферма, принадлежащего Эйлеру:

aϕ(N) ≡ 1 (mod N) (9)
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для всех таких чисел a, что (a,N) = 1, то есть āϕ(N) = 1̄ для всех обрати-
мых элементов ā в кольце Z/NZ.

Доказательство Эйлера, применимое к любой конечной абелевой груп-
пе порядка f , показывает, что порядок любого элемента a делит f . А имен-
но, умножение на a является перестановкой элементов группы (в нашем
случае группы (Z/NZ)× порядка f = ϕ(N)). Произведение всех элементов
группы при этой перестановке умножается на af . Поэтому af = 1.

Если число N разложено в произведение N = N1N2 · . . . · Nk попарно
взаимно простых чисел, то имеется разложение

Z/NZ ∼= Z/N1Z⊕ · · · ⊕ Z/NkZ (10)

в прямую сумму колец, что эквивалентно китайской теореме об остатках:
для любых вычетов ai mod Ni, i = 1, . . . , k, найдется такое целое число
a, что a ≡ ai (mod Ni) для всех i. Практический поиск числа a мож-
но быстро осуществить, применяя повторно алгоритм Евклида. Положим
Mi = N/Ni; тогда числа Mi и Ni по условию взаимно просты и, значит, су-
ществуют такие целые числа Xi, что XiMi ≡ 1 (modNi). Искомым числом
тогда будет

a =
k∑

i=1

aiXiMi. (11)

Из разложения (10) вытекает и разложение мультипликативной груп-
пы:

(Z/NZ)× ∼= (Z/N1Z)× × · · · × (Z/NkZ)×, (12)

из которого, в частности, следует, что ϕ(N) = ϕ(N1)·. . .·ϕ(Nk). Поскольку
для простого числа p имеем ϕ(pa) = pa−1(p − 1), мы можем найти ϕ(N),
исходя из разложения числа N на простые множители.

В специальном случае, когдаN  простое число, кольцо вычетов Z/NZ
является полем: в нем обратим любой элемент, отличный от нуля.

2.2. Системы линейных уравнений с целыми коэффициентами

В этом параграфе все буквы (коэффициенты и неизвестные в уравне-
ниях) означают целые числа.

Из алгоритма Евклида вытекает, что уравнение

ax+ by = c (13)

разрешимо тогда и только тогда, когда c делится на d = (a, b).
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Уравнение (13) дает первый пример общей проблемы: для системы ал-
гебраических уравнений с целыми коэффициентами

F1(x1, . . . , xn) = 0, · · · , Fm(x1, . . . , xn) = 0 (14)

найти все целочисленные (или все рациональные) решения. Для уравнения
(13) задача нахождения рациональных решений тривиальна. Если в систе-
ме (14) все уравнения линейные, то и для нее все рациональные решения
легко находятся последовательным исключением неизвестных (например,
по методу Гаусса).

Опишем общий прием нахождения всех целочисленных решений систе-
мы целочисленных линейных уравнений

Ax = b, (15)

где

A =

a11 a12 · · · a1n

· · · · · · . . . · · ·
am1 am2 · · · amn

 ∈Mm,n(Z), x =

x1

· · ·
xn

 , b =

 b1
· · ·
bm

 .

Эта задача также сводится к применению алгоритма Евклида.
Элементарным преобразованием над Z строк матрицы назовем преоб-

разование, при котором к некоторой строке прибавляют другую, умно-
женную на целое число, а остальные строки не меняют. Проверяется, что
применение такого преобразования эквивалентно умножению исходной
матрицы слева на некоторую матрицу из SLm(Z) (целочисленную матрицу
с определителем, равным 1). Аналогичное преобразование столбцов рав-
носильно умножению матрицы справа на некоторую матрицу из SLn(Z).

Применение нескольких элементарных преобразований приводит мат-
рицу A к виду UAV с U ∈ SLm(Z), V ∈ SLn(Z), а целочисленные решения
соответствующей системы уравнений

UAV y = Ub (16)

и исходной системы (15) взаимно однозначно соответствуют друг другу по
формуле x = V y.

Действуя, как в алгоритме Евклида, с помощью описанных преобразо-
ваний и, быть может, умножений каких-то строк на −1 матрицу A можно
привести к диагональному виду

D =


d1 0 0 . . . 0
0 d2 0 . . . 0

· · · · · · . . . . . . 0
0 0 . . . dr . . .
· · · · · · · · · · · · . . .

 (17)
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(где на диагонали после выписанных элементов стоят нули). Система урав-
нений примет тогда вид

diyi = ci для i 6 r, ci = 0 для остальных i.

Эта система легко решается, причем критерий ее совместности (а значит,
и совместности исходной системы) над Z состоит в том, что di | ci для всех
i 6 r и ci = 0 для остальных i.

В частности, отсюда следует, что для совместности над Z системы (15)
необходимо и достаточно, чтобы была разрешима соответствующая систе-
ма сравнений

Ax ≡ b (mod pm)

для любого простого p и любого натурального m, а это, в свою очередь,
равносильно совместности системы (15) над Zp для любого простого p.
Критерий такого рода называется принципом Минковского – Хассе, и он
часто встречается в задачах диофантовой геометрии.

3. Уравнения второй степени

3.1. Квадратичные формы и квадрики

Для диофантова уравнения

f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + c = 0 (18)

находить целочисленные решения значительно труднее, чем рациональ-
ные, хотя и последняя задача уже нетривиальна.

Известный пример  рациональная параметризация окружности x2 +
+ y2 = 1 по формулам универсальной подстановки

x = 2t

1 + t2
, y = 1− t2

1 + t2

(
x = cosϕ, y = sinϕ, t = tg

(
ϕ

2

))
. (19)

Полагая t = u/v, получаем отсюда следующее описание всех примитивных
пифагорейских троек (X,Y, Z), то есть натуральных решений уравнения
X2 + Y 2 = Z2 с (X, Y, Z) = 1:

X = 2uv, Y = u2 − v2, Z = u2 + v2,

где u > v > 0  взаимно простые натуральные числа противоположной
четности.
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При отыскании рациональных решений уравнения (18) удобно перейти
к квадратичной форме

F (X0, X1, · · · , Xn) =
n∑

i,j=0

fijXiXj =

=
n∑

i,j=1

fijXiXj + 2
n∑

i=1

fi0XiX0 + f00X
2
0 , (20)

где fij = fji = aij для 1 6 i < j 6 n, f0i = fi0 = bi/2 для 1 6 i 6 n и
f00 = c. Для этого надо заменить «неоднородные координаты» x1, . . . , xn

на «однородные» X0, . . . , Xn по формулам xi = Xi/X0 (i = 1, 2, . . . , n).
Квадратичная форма F является однородным многочленом второй степе-
ни, который удобно записывать в матричной форме

F (X) = XtAFX, Xt = (X0, X1, . . . , Xn),

где AF = (fij)  матрица коэффициентов. Если существует ненулевое
рациональное решение уравнения F (X) = 0, то говорят, что форма F
представляет нуль над полем Q.

Рассмотрим квадрику

QF = {(X0 : X1 : · · · : Xn) ∈ CPn | F (X0, X1, . . . , Xn) = 0}

в комплексном проективном пространстве CPn. Ненулевое рациональное
решение X0 уравнения F (X) = 0 определяет точку на квадрике QF .
Остальные рациональные точки (рациональные решения) легко найти:
они совпадают с точками пересечения квадрики QF со всевозможными
прямыми, выходящими из X0 в направлении векторов с рациональными
координатами. Пусть Y 0  какая-либо рациональная точка. Проективная
прямая, проходящая через X0 и Y 0, состоит из точек uX0 + vY 0. Уравне-
ние F (uX0 + vY 0) = 0 сводится к уравнению

u
n∑

i=1

∂F

∂Xi
(X0)Y 0

i + vF (Y 0) = 0.

Если точка X0 не является вершиной квадрики, то есть если ∂F

∂Xi
(X0) 6= 0

хотя бы для одного i, то для любого Y 0 находится точка пересечения
квадрики QF с этой прямой:

v = −u
n∑

i=1

∂F

∂Xi
(X0)Y 0

i /F (Y 0). (21)
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l

(x, y)

(0,−1)

Рис. 1.

(Если F (Y 0) = 0, то Y 0 уже на QF .)
Примером рассмотренной конструкции, записанным в неоднородных

координатах, являются формулы (19). Чтобы найти все пары (x, y) ра-
циональных чисел, для которых x2 + y2 = 1, рассмотрим прямую l, про-
ходящую через точки (0,−1) и (x, y) (рис. 1). Эта прямая имеет угловой
коэффициент t = y + 1

x
, который может быть любым рациональным чис-

лом. Находя точку пересечения этой прямой с окружностью, получаем
формулы (19).

При нахождении рациональных решений уравнения

F (X0, X1, . . . , Xn) = 0 (22)

(с квадратичной формой F из (20)) можно считать, что форма F диа-
гональна: метод Лагранжа выделения полных квадратов дает замену
переменных X = CY с невырожденной рациональной матрицей C, приво-
дящую форму F к диагональному виду.

Для однородных уравнений типа (22) нет существенной разницы меж-
ду их целочисленными и рациональными решениями: после умножения на
подходящее целое число любое рациональное решение становится целочис-
ленным, и его можно считать примитивным, то есть имеющим взаимно
простые в совокупности координаты. Наиболее фундаментальным фак-
том теории квадратичных форм над полем рациональных чисел является
следующий результат.

3.2. Принцип Минковского – Хассе для квадратичных форм

Теорема 2. Невырожденная рациональная квадратичная форма
F (x1, x2, . . . , xn) представляет нуль над полем рациональных чисел тогда
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и только тогда, когда она представляет нуль над полем R вещественных
чисел (то есть является неопределенной) и над полем Qp p-адических чи-
сел для любого простого p.

(См. [1], глава 1. Конечно, утверждение «только тогда» тривиально.)
Приведем красивое доказательство этой теоремы для ключевого слу-

чая n = 3, рассмотренного Лежандром ([1]).
Путем линейной замены переменных с рациональными коэффициен-

тами приведем форму F к диагональному виду. Пусть

F = a1x
2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3 (a1a2a3 6= 0).

Неопределенность формы F означает, что не все коэффициенты a1, a2, a3

одного знака. Умножив форму при необходимости на−1, мы придем к слу-
чаю, когда два коэффициента положительны, а один отрицателен. Кроме
того, мы можем считать эти числа целыми, свободными от квадратов и
взаимно простыми в совокупности, так как их можно сократить на наи-
больший общий делитель. Далее, если, например, a1 и a2 имеют общий
простой делитель p, то, умножив форму на p и взяв px и py за новые пере-
менные, мы получим форму с коэффициентами a1/p, a2/p и pa3. Повторяя
этот процесс несколько раз, мы заменим нашу форму формой вида

F = ax2 + by2 − cz2, (23)

в которой a, b, c  попарно взаимно простые свободные от квадратов на-
туральные числа.

Пусть теперь p  какой-нибудь простой делитель числа c, и пусть
(x0, y0, z0)  ненулевое решение уравнения F = 0 над полем Qp. Можно
считать, что x0, y0, z0  целые p-адические числа, не делящиеся одновре-
менно на p. Рассматривая равенство

ax2
0 + by2

0 − cz2
0 = 0

по модулю p2, мы видим, что x0 и y0 не могут одновременно делиться на
p (так как тогда и z0 делилось бы на p). Пусть для определенности y0

не делится на p. Тогда можно считать, что y0 = 1. При этом условии мы
получаем разложение на множители

F ≡ a(x+ x0y)(x− x0y) (mod p).

Аналогичные разложения имеют место по модулю простых p, делящих a
и b. Таким образом, для любого простого p | abc существуют такие цело-
численные линейные формы L(p), M (p) от x, y, z, что

F ≡ L(p)M (p) (mod p).
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Теперь с помощью китайской теоремы об остатках найдем такие целочис-
ленные линейные формы L, M , что

L ≡ L(p) (mod p), M ≡M (p) (mod p)

для всех p | abc, и мы получим

F ≡ LM (mod abc). (24)

Будем придавать переменным x, y, z целые значения, удовлетворяю-
щие условиям

0 6 x <
√
bc, 0 6 y <

√
ac, 0 6 z <

√
ab. (25)

Если исключить из рассмотрения тривиальный случай a = b = c = 1, то
не все числа

√
bc,
√
ac,

√
ab целые и число троек (x, y, z), удовлетворяющих

условиям (25), строго больше, чем
√
bc
√
ac
√
ab = abc. Следовательно, для

каких-то двух различных троек форма L принимает одно и то же значение
по модулю abc, откуда в силу линейности формы L получаем

L(x0, y0, z0) ≡ 0 (mod abc) (26)

для некоторых |x0| <
√
bc, |y0| <

√
ac, |z0| <

√
ab. Поэтому

ax2
0 + by2

0 − cz2
0 ≡ 0 (mod abc) (27)

и имеют место неравенства

−abc < ax2
0 + by2

0 − cz2
0 < 2abc.

Таким образом,
ax2

0 + by2
0 − cz2

0 = 0 или abc.
В первом случае теорема доказана. Во втором случае доказательство сле-
дует из равенства

a(x0z0 + by0)2 + b(y0z0 − ax0)2 − c(z2
0 + ab)2 = 0.

В формулировке Лежандра диофантово уравнение ax2 + by2 − cz2 = 0
рассмотренного выше вида имеет нетривиальное целочисленное решение
в том и только в том случае, когда классы вычетов

bc (mod a), ac (mod b), −ab (mod c)

являются квадратами.
Можно доказать, что рациональная квадратичная форма ранга > 5

всегда представляет нуль над Q.
В общем случае существуют эффективные методы (основанные на

принципе Минковского – Хассе) выяснения того, представляет ли нуль
данная рациональная квадратичная форма. Эти методы используют сим-
вол Гильберта.
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3.3. Символ Гильберта

В этом пункте мы допускаем значение p = ∞, считая, что Q∞ = R и
| · |∞ = | · |.

Символ Гильберта (символ норменного вычета) (a, b)p для a, b ∈ Q×
p

определяется равенством

(a, b)p =

{
1, если уравнение ax2 + by2 = 1 имеет решение в Qp,

−1 в противном случае.

Ясно, что (a, b)p не меняется при умножении a и b на квадраты любых
элементов из Q×

p , то есть зависит только от классов a и b по модулю под-
группы квадратов в Q×

p .
Заметим, что если квадратичная форма ax2 + by2 представляет нуль

в поле Qp, то она разлагается на линейные множители и, следовательно,
принимает все значения в Qp. В частности, в этом случае (a, b)p = 1.

Иногда бывает полезна несимметричная форма определения символа
Гильберта. Именно, (a, b)p = 1 тогда и только тогда, когда уравнение

z2 − by2 = a (28)

имеет решение в Qp. Действительно, пусть z2
0 − by2

0 = a. Если z0 6= 0, то
(1/z0, y0/z0)  решение уравнения ax2+by2 = 1. Если же z0 = 0, то (1, y0) 
нетривиальный нуль формы ax2 + by2 и (a, b)p = 1 согласно сказанному
выше. Обратно, пусть (x0, y0)  решение уравнения ax2 + by2 = 1. Если
x0 6= 0, то (y0/x0, 1/x0)  решение уравнения (28). Если же x0 = 0, то
(y0, 1)  нетривиальный нуль формы z2− by2 и, следовательно, уравнение
(28) также имеет решение.

Если b не является квадратом, то равенство (28) выражает тот факт,
что a является нормой элемента z + y

√
b квадратичного расширения

Qp(
√
b) поля Qp (см. [1], [6]). Отсюда, в частности, следует, что при фик-

сированном b все a, для которых (a, b)p = 1, образуют подгруппу в группе
Q×

p (содержащую подгруппу квадратов). Нетрудно показать, что это под-
группа индекса 2.

Локальные свойства символа Гильберта:

(а) (a, b)p = (b, a)p; (29)
(б) (a1a2, b)p = (a1, b)p(a2, b)p, (a, b1b2)p = (a, b1)p(a, b2)p; (30)
(в) если (a, b)p = 1 для всех b, то a ∈ Q×

p
2; (31)

(г) (a, 1− a)p = 1 для всех a; (32)
(д) если p 6= 2,∞ и |a|p = |b|p = 1, то (a, b)p = 1. (33)
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Свойства (а) и (б) тривиальны. Свойства (в) и (г) вытекают из опи-
санной выше интерпретации символа Гильберта в терминах норм элемен-
тов поля Qp(

√
b). Свойство (д) выводится при помощи леммы Гензеля из

того факта, что при любых целых a и b, не делящихся на p, сравнение
ax2 + by2 ≡ 1 (mod p) имеет решение. (Для доказательства последнего
факта надо представить сравнение в виде ax2 ≡ 1− by2 (mod p) и посмот-
реть, сколько значений принимают левая и правая части при различных
x и y.)

Вычисление символа Гильберта позволяет полностью решить вопрос
о представлении нуля квадратичными формами над Qp и, тем самым (с
помощью теоремы Минковского – Хассе)  над Q. В частности, из опре-
деления символа Гильберта и теоремы Минковского – Хассе следует, что
форма

ax2 + by2 + cz2 (a, b, c ∈ Q×), (34)

представляет нуль над полем Q тогда и только тогда, когда (−a/c,−b/c)p =
= 1 для всех p (включая p = ∞). Этот критерий является весьма эффек-
тивным, так как для почти всех p имеем |a|p = |b|p = 1, и в этом случае
согласно свойству (д) (a, b)p = 1, если только p 6= 2,∞.

Очевидно, что (a, b)∞ = −1, если a и b отрицательны, и (a, b)∞ = 1
во всех остальных случаях. Выпишем теперь таблицы значений символа
Гильберта для простых p.

Табл. 1. Символ Гильберта для p > 2. Здесь v обозначает такое число
v ∈ Z, что

(
v
p

)
= −1; ε = 1, если −1 ∈ Q×

p
2 (то есть если p ≡ 1 (mod 4)), и

ε = −1 в противном случае.

a 1 v p pv

b

1 +1 +1 +1 +1

v +1 +1 −1 −1

p +1 −1 ε −ε

pv +1 −1 −ε ε

Отметим, в частности, что если a  целое число, не делящееся на p, то

(a, p)p =
(
a

p

)
. (35)
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Табл. 2. Символ Гильберта в случае p = 2.

a 1 5 −1 −5 2 10 −2 −10

b

1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

5 +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1

−1 +1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1

−5 +1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1

2 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1

10 +1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 +1

−2 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1

−10 +1 −1 −1 +1 −1 +1 +1 −1

В частности, если a и b  нечетные целые числа, то

(a, b)2 = (−1)
a−1
2 · b−1

2 . (36)

Глобальное свойство символа Гильберта (формула произведения).
Пусть a, b ∈ Q×. Тогда (a, b)p = 1 для почти всех p и∏

p

(a, b)p = 1, (37)

где произведение берется по всем p, включая ∞.
Формула (37) равносильна квадратичному закону взаимности. Дей-

ствительно, ввиду мультипликативности символов Гильберта (свойство
(б) выше) достаточно проверить ее для случаев, когда a и b  простые
числа или −1. Предоставляя читателю рассмотрение остальных случаев,
рассмотрим случай, когда a и b  различные нечетные простые числа. Так
как в этом случае (a, b)p = 1 для всех p 6= a, b, 2, то с учетом (35) и (36)
формула произведения принимает вид

(−1)
a−1
2 · b−1

2

(
b

a

)(
a

b

)
= 1,

но это и есть квадратичный закон взаимности.
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Отметим также следующее глобальное свойство нормирований | · |p,
аналогичное свойству (37) и вытекающее непосредственно из их опреде-
ления.

Формула произведения для нормирований. Пусть a ∈ Q×. Тогда |a|p = 1
для почти всех p и ∏

p

|a|p = 1, (38)

где произведение берется по всем p, включая ∞.

4. Кубические уравнения и эллиптические кривые

4.1. Проблема существования рационального решения

Для рациональных кубических форм F (X,Y, Z) от трех переменных
уже не известно никакого общего алгоритма, позволяющего установить
существование нетривиального рационального решения уравнения F = 0,
хотя изучено большое число конкретных уравнений, например уравнений
вида

aX3 + bY 3 + cZ3 = 0.

Оказывается, для кубических форм перестает, вообще говоря, выполнять-
ся принцип Минковского – Хассе: например, уравнение 3X3 +4Y 3 +5Z3 =
= 0 не имеет нетривиальных решений в рациональных числах, хотя име-
ет нетривиальные решения в поле вещественных чисел и во всех полях
p-адических чисел (см. [1, гл. I, §7.6], где приведен план доказательства
этого факта).

4.2. Сложение точек на кубической кривой

Кубическая форма F (X,Y, Z) с комплексными коэффициентами зада-
ет кривую C на комплексной проективной плоскости CP 2:

C = {(X : Y : Z) ∈ CP 2 | F (X,Y, Z) = 0}. (39)

Форма F называется невырожденной, если частные производные ∂F

∂X
, ∂F

∂Y
,

∂F

∂Z
не обращаются одновременно в нуль ни в какой точке (X,Y, Z) 6=

6= (0, 0, 0). Геометрически это означает, что кривая C гладкая (не имеет
особенностей).

Всякая прямая проективной плоскости пересекает гладкую кубиче-
скую кривую C ровно в трех точках, если считать точку касания с крат-
ностью 2, а точку касания, являющуюся точкой перегиба кривой C  с
кратностью 3.
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Существует красивый геометрический способ определить сложение то-
чек гладкой кубической кривой C, превращающее ее в абелеву группу
(«метод секущих и касательных»), см. [8], [5], [13]. А именно, фиксируем
точку O ∈ C (см. рис. 2). Если P,Q ∈ C  различные точки, то проведем
через них прямую. Она пересечет C в однозначно определенной третьей
точке R. Затем проведем прямую через R и O. Точку ее пересечения с
C назовем суммой P + Q точек P и Q. Аналогично определяется точка
2P , но вместо секущей PQ следует взять касательную, проходящую через
точку P (рис. 3).

P

Q

O

R

P +Q

Рис. 2.

P

O

R

2P

Рис. 3.

Коммутативность определенной таким образом операции сложения
очевидна. Ее ассоциативность есть красивая теорема, обобщающая теоре-
му Паскаля о шестиугольнике, вписанном в окружность (см., например,
[5]). Роль нуля, как легко видеть, играет точка O. Точка, противоположная
P , находится следующим образом. Проведем через точку O касательную.
Она пересечет кривую C в некоторой точке O′. Теперь проведем прямую
через O′ и P . Третья точка ее пересечения с C и будет точкой, противопо-
ложной P .

Кубическая форма F называется неприводимой, если она не разлага-
ется в произведение квадратичной и линейной форм. Геометрически это
означает, что соответствующая кубическая кривая C не распадается на
конику и прямую или на три прямые. Известно (см., например, [5]),
что с помощью невырожденной линейной замены координат (над по-
лем комплексных чисел) всякую неприводимую кубическую форму можно
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привести к вейерштрассовой нормальной форме

Y 2Z −X3 − aXZ2 − bZ3 (a, b ∈ C). (40)

(см. также [8, т. 1, гл. 1, §6, следствие 3, с. 31]). Уравнение соответству-
ющей кривой C в неоднородных координатах x = X/Z, y = Y/Z примет
тогда вид

y2 = x3 + ax+ b, (41)

Условие гладкости кривой (41) означает, что многочлен x3+ax+b не имеет
кратных корней, то есть его дискриминант D = −4a3 − 27b2 отличен от
нуля.

Кривая (41) имеет единственную бесконечно удаленную точку O = (0 :
1 : 0), являющуюся точкой перегиба. Если взять эту точку в качестве
фиксированной точки при определении операции сложения, то легко най-
ти явные выражения для координат суммы точек. А именно, сумма точек
(x1, y1) и (x2, y2) при x1 6= x2 есть точка с координатами

x3 = −x1 − x2 +
(

y1 − y2

x1 − x2

)2
, y3 = y1 − y2

x1 − x2
(x1 − x3)− y1. (42)

Если x1 = x2, но y1 6= y2, то y1 = −y2 и суммой данных точек является
точка O; иными словами, точка (x1,−x2) противоположна точке (x1, x2).
Наконец, если x1 = x2 и y1 = y2, то

x3 = −2x1 +
(

3x2
1 + a

2y1

)2

, y3 = 3x2
1 + a

2y1
(x1 − x3)− y1. (43)

4.3. Строение группы рациональных точек на кубической
кривой

Предположим теперь, что кубическая форма F (X,Y, Z) имеет рацио-
нальные коэффициенты. Если кривая C, задаваемая уравнением F = 0,
гладкая и имеет хотя бы одну рациональную точку, то она называет-
ся эллиптической кривой (над Q). Метод секущих и касательных дает
возможность «размножать» рациональные точки эллиптических кривых.

Более точно, если в качестве фиксированной точки O при определе-
нии операции сложения взята рациональная точка, то легко видеть, что
сумма рациональных точек будет рациональна и точка, противоположная
рациональной, также рациональна. Иными словами, рациональные точ-
ки кривой C образуют подгруппу в группе всех ее точек. Обозначим эту
подгруппу через C(Q). Имеет место

Теорема 3 (теорема Морделла). Абелева группа C(Q) конечно по-
рождена.
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(См. [10], и приложение Ю. И. Манина к [3]).
Согласно теореме о строении конечнопорожденных абелевых групп,

имеется разложение
C(Q) = ∆⊕ Zr,

где ∆  конечная подгруппа, а Zr  прямая сумма бесконечных цикличе-
ских групп. Подгруппа ∆ называется группой кручения, а ее элементы 
точками кручения кривой C. Число r называется рангом кривой C (над Q).

О группе кручения ∆ уже давно было кое-что известно. Так, Нагелль
и позднее Лутц получили следующий интересный результат, дающий од-
новременно метод для явного определения точек кручения конкретных
кривых: если P = (xP , yP )  рациональная точка кручения на кривой,
заданной уравнением y2 = x3 +ax+ b, то ее координаты xP и yP являются
целыми числами, причем либо yP = 0, либо y2

P есть делитель дискрими-
нанта D = −4a3 − 27b2 данной кривой.

Б. Мазур доказал в 1976 г., что группа ∆ может быть изоморфна лишь
одной из пятнадцати групп

Z/mZ (m 6 10,m = 12), Z/2Z⊕ Z/2nZ (n 6 4), (44)

причем все возможности реализуются (см. [14], глава 6).
Вычисление ранга r остается открытой проблемой.
Приведение неприводимой кубической формы F (X,Y,Z) к вейерштрас-

совой нормальной форме над полем рациональных чисел, вообще говоря,
невозможно. Однако если соответствующая кубическая кривая C имеет
хотя бы одну рациональную точку, то она изоморфна над Q некоторой
кривой вида (41)(см. [8, §3, п.1] и [7, гл. III, §2, с. 113]). Изоморфизм за-
дается рациональными функциями с рациональными коэффициентами и,
в частности, переводит рациональные точки в рациональные (см. [8, §3,
п.1]. Так как явный вид этого изоморфизма может быть достаточно легко
найден, то, если известна одна рациональная точка кривой C, нахождение
всех остальных рациональных точек сводится к нахождению рациональ-
ных точек кривой вида (41).

Примеры. 1) Пусть кривая C задается уравнением

y2 + y = x3 − x,

целочисленные решения которого описывают все случаи, когда произведе-
ние двух последовательных целых чисел равно произведению некоторых
других трех последовательных чисел. В этом примере группа ∆ тривиаль-
на и группа C(Q) (с бесконечно удаленной точкой в качестве нуля) явля-
ется бесконечной циклической группой (то есть r = 1), причем в качестве
ее образующей можно взять точку P = (0, 0). Точки вида mP указаны на
рис. 4.
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Рис. 4.

2) Пусть кривая C задается уравнением

y2 + y = x3 − 7x+ 6.

Тогда C(Q) = Z3, причем в качестве свободных образующих этой группы
можно взять точки (1, 0), (2, 0), (0, 2), см. [11].

3) Рассмотрим кривую C : y2 = x3 + 877x. Можно показать, что обра-
зующая по модулю кручения группы C(Q) имеет x-координату

x = 375494528127162193105504069942092792346201

6215987776871505425463220780697238044100
.

Этот пример дает определенное представление о трудностях нахождения
рациональных точек бесконечного порядка на кубических кривых.

Для кубических кривых, имеющих особенности, описанный метод не-
применим. Пусть, к примеру,

C : y2 = x2 + x3 (45)

 кривая, изображенная на рис. 5. Тогда любая прямая, проходящая через
точку (0, 0), имеет еще лишь одну общую точку с кривой C. А именно,
прямая y = tx пересекает C в точке (t2−1, t(t2−1)). Поэтому, хотя и нельзя
определить сложение точек, как в случае гладких кривых, мы находим
все рациональные точки на C с помощью рациональной параметризации
x = t2 − 1, y = t(t2 − 1).
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Рис. 5.

4.4. Кубические сравнения по простому модулю

Пусть p  простое число и F (X,Y, Z)  невырожденная целочисленная
кубическая форма. Решение сравнения F ≡ 0 (mod p) равносильно реше-
нию уравнения F = 0, где F обозначает кубическую форму над полем
Z/pZ, полученную из F рассмотрением ее коэффициентов по модулю p.

Предположим, что форма F невырождена по модулю p. Это означает,

что форма F и ее частные производные ∂F

∂X
, ∂F

∂Y
, ∂F

∂Z
не имеют общих

нетривиальных нулей ни в каком конечном расширении поля Z/pZ.
Как и в случае поля рациональных чисел, если известно одно решение

уравнения F = 0 над Z/pZ, p 6= 2, 3, то простые алгебро-геометрические
идеи позволяют свести нахождение всех остальных решений к нахожде-
нию решений уравнения вида

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Z/pZ. (46)

Ясно, что число решений этого уравнения не превосходит 2p, так как для
каждого значения x ∈ Z/pZ найдутся не больше двух значений y ∈ Z/pZ,
таких, что (x, y) удовлетворяет уравнению. Однако лишь половина эле-
ментов из (Fp)× являются квадратами, поэтому можно ожидать, что число
решений вдвое меньше (предположив, что значения x3+ax+b разбросаны
случайно в поле Z/pZ).

Более точно, пусть χ(x) =
(
x
p

)
при x 6= 0 и χ(0) = 0. Тогда число реше-

ний уравнения y2 = u в Z/pZ равно 1 + χ(u) и мы получаем следующую
формулу для числа точек кривой C, заданной уравнением (46), над полем
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Z/pZ (с учетом бесконечно удаленной точки (0 : 1 : 0)):

# C(Z/pZ) = 1 +
∑

x∈Z/pZ

(1 + χ(x3 + ax+ b))

= p+ 1 +
∑

x∈Z/pZ

χ(x3 + ax+ b).

Коблиц сравнивает взятие суммы в этой формуле со случайным блужда-
нием, при котором делается шаг вперед, если χ(x3 + ax + b) = 1, и шаг
назад, если χ(x3 + ax + b) = −1. Из теории вероятностей известно, что
расстояние от исходной точки после p шагов при случайном блуждании
будет иметь порядок √p. И действительно, это так: сумма всегда ограни-
чена величиной 2

√
p.

Теорема 4 (теорема Хассе). Пусть Np = # C(Z/pZ). Тогда

|Np − (p+ 1)| 6 2
√
p.

Элементарное доказательство этого факта было дано Ю. И. Маниным
в 1956 г.

4.5. От сравнений к рациональным точкам: гипотеза Бёрча и
Суиннертона–Дайера

Знаменитый пример, связывающий локальную и глобальную инфор-
мацию, дается гипотезой Бёрча и Суиннертона–Дайера для кубических
кривых. Эта гипотеза принадлежит к числу семи проблем тысячелетия
института Клея, за решение каждой из которых предложен приз в мил-
лион долларов!

Пусть C  эллиптическая кривая, заданная уравнением

y2 = x3 + ax+ b

с a, b ∈ Z. Для p - ∆ = −16(4a3 + 27b2) положим ap = p + 1 − #C(Z/pZ).
Пусть

L(C, s) =
∏
p-´

1

1− app−s + p1−2s =
∞∑

n=1

cnn
−s, (47)

где cn  какие-то целые числа. Из теоремы 4 следует, что последний ряд
сходится абсолютно при Re(s) > 3

2
.

Теорема 5 (Брёй, Конрад, Дайамонд, Тэйлор, Уайлс).
Функция L(C, s) продолжается до аналитической функции на всей ком-
плексной плоскости.
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Гипотеза 6 (Бёрча и Суиннертона–Дайера). Разложение Тэй-
лора функции L(C, s) в s = 1 имеет вид

L(C, s) = c(s− 1)r + члены высшей степени, (48)

где c 6= 0, а r  ранг кривой C над Q.

(См. изложение в [14], главы 32–34, и в [15].)
Специальный случай гипотезы БСД утверждает, что L(C, 1) = 0 тогда

и только тогда, когда группа C(Q) бесконечна.
В статье [15] обсуждается история следующего результата:

Теорема 7 (Гросс, Колывагин, Загир и др.). Предположим, что

L(C, s) = c(s− 1)r + члены высшей степени

с c 6= 0 и r 6 1. Тогда гипотеза БСД справедлива для C, то есть r  ранг
кривой C над Q.

Джон Тэйт сделал доклад о гипотезе БСД для института Клея. Этот
доклад можно посмотреть в интернете по адресу
http://www.msri.org/publications/ln/hosted/cmi/2000/cmiparis/
index-tate.html

Отметим также, что гипотеза БСД допускает «экспериментальную»
проверку. Для этого можно приближенно вычислять показатель r в разло-
жении (48). Для вычислений с эллиптическими кривыми можно использо-
вать компьютерную систему PARI (см. [9]). Например, для кривой y2+y =
= x3−7x+6 из примера 2) на с. 75 ранг равен 3. Приближенное вычисление
показателя в формуле (48) дает значение 3.000011487248732705286325574.

* * * * * *
Статья основана на материалах лекций автора в Институте Фурье

(Гренобль, Франция), в Эколь Нормаль (Лион, Франция), а также на ма-
териалах спецкурсов на мехмате МГУ в 1979–1991 и в 2001.

Искренне благодарю Эрнеста Борисовича Винберга за адаптирование
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Ìîäóëÿðíûå ôîðìû è p-àäè÷åñêèå ÷èñëà

À.À.Ïàí÷èøêèí

Àííîòàöèÿ

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Îáñóæäàþòñÿ p-àäè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè ìîäóëÿðíûõ ôîðì è ïðîèçâîäÿøèìè ôóíêöèÿìè.

Ìîäóëÿðíûå ôîðìû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñðåäñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷ àðèôìåòèêè. Ïðèâåäåíû

ïðèìåðû ñðàâíåíèé ìåæäó ìîäóëÿðíûìè ôîðìàìè, à òàêæå ïðèìåðû êîìïüþòåðíûõ âû-

÷èñëåíèé ñ ìîäóëÿðíûìè ôîðìàìè è p-àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè.
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1 Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ îñíîâàíà íà ìàòåðèàëàõ ñïåöêóðñîâ àâòîðà â Óíèâåðñèòåòå Æîçåô Ôóðüå (Ãðåíîáëü,
Ôðàíöèÿ), ëåêöèé àâòîðà äëÿ ôðàíöóçñêèõ ïåäàãîãîâ â Èíñòèòóòå Èññëåäîâàíèé Ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî Ïðîñâåùåíèÿ (IREM, Ãðåíîáëü, Ôðàíöèÿ) â 1998, â Ýêîëü Íîðìàëü (Ëèîí, Ôðàíöèÿ), à
òàêæå íà ìàòåðèàëàõ ñïåöêóðñîâ íà ìåõ-ìàòå ÌÃÓ â 1979-1991 è â 2001.
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Â ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ ñëåäóþùèå òåìû:

1) Ïðèìåðû ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, ìîäóëÿðíûå ôîðìû è ñðàâíåíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ
÷èñåë êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.

2) Ðÿäû Ýéçåíøòåéíà è ñðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ðàìàíóäæàíà.

3) ×èñëà è ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè, ñðàâíåíèÿ Êóììåðà

4) Ìåðà Ìàçóðà è p-àäè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå.

2 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, ìîäóëÿðíûå ôîðìû è ñðàâíåíèÿ.

2.1 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Òðàäèöèîííîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ
ðàçáèåíèé. Ïóñòü p(n)� ÷èñëî ðàçáèåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â ñóììó íàòóðàëüíûõ íåóáûâàþùèõ
ñëàãàåìûõ:

p(1) = 1 : 1 = 1;
p(2) = 2 : 2 = 2, 1 + 1;
p(3) = 3 : 3 = 3, 2 + 1, 1 + 1 + 1;
p(4) = 5; p(5) = 7.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ p(n) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ýéëåðà:

1 +
∞∑

n=1

p(n)qn =
∞∏

m=1

(1− qm)−1. (2.1)

Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííîå ïåðåìíîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

∞∏
m=1

(1− qm)−1 =
∞∏

m=1

(1 + qm + q2m + q3m + · · · ) =

(1 + q + q2 + q3 + · · · )× (1 + q2 + q4 + q6 + · · · )× · · ·

· · · × (1 + qk + q2k + q3k + · · · )× · · · =
∑

a1≥0,a2≥0,a3≥0,···

qa1+2a2+3a3+···,

à p(n) êàê ðàç è åñòü ÷èñëî ðåøåíèé öåëûõ ÷èñëàõ a1, a2, a3, ..., > 0 ¾óðàâíåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðåìåííûõ¿

a1 + 2a2 + 3a3 + · · · = n.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ òèïà (2.1) òåñíî ñâÿçàíû ñ òýòà-ðÿäàìè. Íàïðèìåð,
ïðè |q| < 1, u 6= 0 èìååì(ñì. [And76])

∞∑
n=−∞

unqn2
=

∞∏
m=0

(1− q2m+2)(1 + uq2m+1)(1 + u−1q2m+1) (ßêîáè),
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∞∑
n=0

qn(n+1)/2 =

∞∏
m=1

(1− q2m)

∞∏
m=1

(1− q2m−1)

(Ãàóññ),

êîòîðûå âûâîäÿòñÿ èç áîëåå îáùåãî òîæäåñòâà Êîøè: ïðè |q| < 1, |t| < 1, a ∈ C:

1 +
∞∑

n=1

(1− a)(1− qa) . . . (1− aqn−1)tn

(1− q)(1− q2) . . . (1− qn)
=

∞∏
m=0

(1− atqm)

∞∏
m=0

(1− tqm)

. (2.2)

Âîò èëëþñòðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ñ PARI-GP (ñì. [BBBCO]):

gp > {n=100;\\

prod(i=1,n,(1-x^(2*i)))*prod(i=1,n,((1-x^(2*i-1))^(-1))+O(x^(n+1)))

}

%5 = 1 + x + x^3 + x^6 + x^10 + x^15 + x^21 + x^28 + x^36 + x^45 + x^55 + x^66 +

x^78 + x^91 + O(x^101)

gp > ##

*** last result computed in 451 ms.

2.2 Ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ ÷èñåë êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.

Ïóñòü

f(x) = f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj = A[x] = xtAx,

g(y) = g(y1, . . . , ym) =
m∑

i,j=1

bijyiyj = B[y] = ytBy,

�öåëî÷èñëåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ñ ìàòðèöàìè A è B. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà f ïðåäñòàâëÿåò g íàä Z åñëè äëÿ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû C ∈ Mn,m(Z)
âûïîëíåíî òîæäåñòâî

f(Cy) = g(y), A[C] = B. (2.3)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 1 è g(y) = by2, f ïðåäñòàâëÿåò ôîðìó g åñëè f(c1, . . . , cn) = b äëÿ
íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë c1, . . . , cn.

Ëàãðàíæ äîêàçàë, ÷òî âñÿêîå öåëîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî ñóììîé ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ. Ýòîò
ôàêò âûâîäèòñÿ òàêæå èç (áîëåå òðóäíîé) òåîðåìû Ãàóññà î òîì, ÷òî öåëîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî b > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ êâàäðàòîâ, êîãäà îíî íå ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîì âèäà 4k(8l − 1), k, l ∈ Z (ñì. [Se70], [Ma-Pa05]).

Ïóñòü

rk(n) = Card {(n1, . . . , nk) ∈ Zk | n2
1 + · · ·+ n2

k = n}. (2.4)
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÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé n â âèäå ñóììû k êâàäðàòîâ. Òàê, íàïðèìåð, r2(5) = 8, ïîñêîëüêó

5 = 22 + 12 = 22 + (−1)2 = (−2)2 + 12 = (−2)2 + (−1)2 =

= 12 + 22 = (−1)2 + 22 = 12 + (−2)2 = (−1)2 + (−2)2.

Â áîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë ïðåäñòàâëåíèé. Ïðèâåäåì ëèøü êëàññè÷åñêèé
ðåçóëüòàò ßêîáè, (ñì. [And76], [Ma-Pa05]):

r4(n) =


8
∑
d|n

d, åñëè n íå÷¼òíî,

24
∑
d|n

d≡1(2)

d, åñëè n ÷¼òíî. (2.5)

èç êîòîðîãî òàêæå ñëåäóåò òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû îñíîâàí
íà ââåäåíèè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñåë rk(n):

∞∑
n=0

rk(n)qn =
∑

(n1,...,nk)∈Zk

qn2
1+n2

2+···+n2
k = θ(z)k,

ãäå

θ(z) =
∑
n∈Z

qn2
, q = e2πiz. (2.6)

� òýòà-ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà âåðõíåé êîìïëåêñíîé
ïîëóïëîñêîñòè H = {z ∈ C | Im(z) > 0} è îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî îõàðàêòåðèçîâàòü θ4(z) êàê ìîäóëÿðíóþ ôîðìó
âåñà 2 îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Γ0(4), ãäå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL(2, Z)

∣∣∣∣∣ N |c

}
⊂ SL(2, Z). (2.7)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë θ4(z)dz íå ìåíÿåòñÿ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ z 7→ (az + b)(cz + d)−1 ñ ìàòðèöåé

(
a b
c d

)
in Γ0(4) (è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà ïðè Im(z) →∞ â âåðøèíàõ; çàìåòèì, ÷òî 2πidz = dq
q , ïîçòîìó äèôôåðåíöèàë

ìåðîìîðôåí ñ ïðîñòûì ïîëþñîì â òî÷êå q = 0 ⇐⇒ z = i∞).

2.3 Ìîòèâèðîâêà: ôóíêöèÿ Ðàìàíóäæàíà τ è å¼ êîíòåêñò.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê îáùåé òåîðèè ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî óäèâèòåëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè
Ðàìàíóäæàíà τ .

Ýòîò çíàìåíèòûé ïðèìåð ïðîèñõîäèò èç ïðîèñõîäèò èç ñëåäóþøåé ïðîèçâîäÿøåé ôóíêöèè,
îïðåäåë¼ííîé ðàçëîæåíèåì â ðÿä ñëåäóþùåãî áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

q
∏
m≥1

(1− qm)24 =
∑
n≥1

τ(n)qn = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + · · ·
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Ïîëîæèì q = exp(2iπz) äëÿ z èç âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè H = {z ∈ C | Im(z) > 0},
ýòî ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå H íà åäèíè÷íûé êðóã ñ âûêîëîòûì öåíòðîì q : H → D(0, 1)\{0}.

Îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ∆ : H → C, ãîëîìîðôíàÿ íà H, ïî ôîðìóëå:

∆(z) = ∆∞(q) = q
∏
m≥1

(1− qm)24

Ýòà ôóíêöèÿ äà¼ò ïðèìåð ìîäóëÿðíîé ôîðìû. Îíà îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ:

Àâòîìîðôíîñòü

Ãðóïïà SL(2, Z) öåëî÷èñëåííûõ êâàäðàòíûõ 2 × 2-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 äåéñòâóåò íà
H = {z ∈ C | Im(z) > 0} ïî ôîðìóëå

∀γ =
(

a

c

b

d

)
∈ SL(2, Z),

((
a

c

b

d

)
, z

)
7→ γ · z =

az + b

cz + d
.

Ñâîéñòâî àâòîìîðôíîñòè èìååò âèä:

∀γ =
(

a

c

b

d

)
∈ SL(2, Z), ∀z ∈ H ⇒ ∆(γ · z) = (cz + d)12∆(z). (2.8)

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî àâòîìîðôíîñòè (2.8)ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî, ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë

∆(z)(dz)6 íå ìåíÿåòñÿ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ z 7→ (az+b)(cz+d)−1 ñ ìàòðèöåé(
a b
c d

)
in SL(2, Z), ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ γ ∈ SL(2, Z), è äëÿ âñåõ z ∈ H, èìååì

γ =
(

a

c

b

d

)
⇒ d(γ · z) = (cz + d)−2dz.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ãðóïïà SL(2, Z) äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f(z)íà z ∈ H ïî ôîðìóëå: äëÿ γ ∈ SL(2, Z), è äëÿ z ∈ H,
èìååì

γ =
(

a

c

b

d

)
⇒ (f |2mγ)(z) = (cz + d)−2mf(γ · z),

(äåéñòâèå âåñà 2m), à ñâîéñòâî àâòîìîðôíîñòè (2.8) îçíà÷àåò, ÷òî ∀γ =
(

a
c

b
d

)
⇒ ∆|12γ = ∆.

Ïîýòîìó (2.8) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà îáðàçóþùèõ ãðóïïû SL(2, Z). Èñïîëüçóåì òîò ôàêò,
÷òî ãðóïïà SL(2, Z) ïîðîæäåíà ìàòðèöàìè T =

(
1
0

1
1

)
è S =

(
0
1
−1
0

)
. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ,

èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà ïðèìåíèòåëüíî ê ïàðå (a, b), à òàêæå ñòåïåíè ýëåìåíòà S,
èìåþùåãî ïîðÿäîê 4.

Îòñþäà âûâîäèòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî àâòîìîðôíîñòè (2.8) äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ ýëåìåíòîâ
S è T , ò.å.

∆(z + 1) = ∆(z), ∆(−1/z) = z12∆(z),

ñì. íèæå.
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Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü.

Ôóíêöèÿ Ðàìàíóäæàíà τ ìóëüòèïëèêàòèâíà â ñëåäóþøåì ñìûñëå [îáîçíà÷èì ÷åðåçP ìíîæåñòâî
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë]:

∀m ∈ N∗, ∀n ∈ N∗, (m,n) = 1 ⇒ τ(mn) = τ(m) · τ(n);
∀p ∈ P, ∀r ∈ N∗, τ(pr+1) = τ(pr)τ(p)− p11τ(pr−1);
∀m ∈ N∗, ∀n ∈ N∗, τ(m)τ(n) =

∑
d|(m,n)

d11τ(mn/d2).

Ýòè ñâîéñòâà áûëè ïðåäïîëîæåíû Ðàìàíóäæàíîì è äîêàçàíû Ìîðäåëëîì è Ãåêêå. Âîçìîæíî,

îäíàêî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò �ýëåìåíòàðíîãî� äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ, â äóõå òåîðåìû Ã¼äåëÿ
î íåäîêàçóåìîñòè ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè, ñì.[Ma-Pa05]. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
æå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è ê òåîðåìå Ôåðìà, äîêàçàíîé Óàéëñîì â 1994 â âûñøåé ñòåïåíè
�íåýëåìåíòàðíûìè� ìåòîäàìè [âêëþ÷àþùèìè òåîðèþ ìîäóëÿðíûõ ôîðì, p-àäè÷åñêèé àíàëèç,
òåîðèþ äåôîðìàöèé ïðåäñòàâëåíèé Ãàëóà, àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, ...].

Åñòåñòâåííàÿ ôîðìóëèðîâêà ñâîéñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ðàìàíóäæàíà èñïîëüçóåò
ðÿä Äèðèõëå, ñâÿçàííûé ñ ôóíêöèåé τ :

L(∆, s) =
∑
n≥1

τ(n)n−s =
∏
p∈P

(
1− τ(p)p−s + p11−2s

)−1
.

Ýòîò ðÿä àíàëîãè÷åí ðÿäó Äèðèõëå çàäàþùåìó äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà,

ζ(s) =
∑
n≥1

n−s =
∏
p∈P

(
1− p−s

)−1
,

ãäå ðàâåíñòâî âûðàæàåò ñâîéñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî

÷èñëà â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë.
Òî÷íî òàê æå è â ñëó÷àå ôóíêöèè Ðàìàíóäæàíà τ , ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∑
n≥1

τ(n)n−s =
∏
p∈P

(∑
r≥0

τ
(
pr
)
p−rs

)
,

à äîêàçàòåëüñòâî ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó:

(
1− τ(p)p−s + p11−2s

)
·

(∑
r≥0

τ(pr)p−rs

)
= 1

Îöåíêè.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäïîëîæåííîå Ðàìàíóäæàíîì, áûëî äîêàçàíî Äåëèíåì:

∀p ∈ P, |τ(p)| < 2p11/2.

Ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî îòðèöàòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè X2−
τ(p)X + p11, äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî p, ïóñòü αp è βp � êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Èç ôîðìóëû ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî:
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1
(1− τ(p)X + p11X2)

=
1

(1− αpX)(1− βpX)
=

(∑
r≥0

τ(pr)Xr

)
.

Äëÿ âñåõ r ≥ 1 âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå τ(pr) =
r∑

j=0

αj
pβ

r−j
p =

r∑
j=0

α2j−r
p p11(r−j). Àáñîëþòíàÿ

âåëè÷èíà αp ðàâíà p11/2, îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà

|τ(pr)| < (r + 1)p11r/2.

Ïðèìåíåíèå ôîðìàëüíîãî òîæäåñòâà äà¼ò ñëåäóþùóþ îöåíêó

∀n ∈ N∗, |τ(n)| < σ0(n)n11/2 = O(n
11
2 +ε)

ãäå σ0(n) � ÷èñëî äåëèòåëåé ÷èñëà n, ãäå O(ln(n)) = O(nε) äëÿ ëþáîãî ε > 0.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûâîäèòñÿ, ÷òî ðÿä L(∆, s) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíóþ

ôóíêöèþ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re(s) > 13/2.

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ L(∆, s).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ L∗(∆, s) ïî ôîðìóëå L∗(∆, s) = (2π)−sΓ(s)L(∆, s). Ýòà ôóíêöèÿ, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, è ýòà
ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ L∗(∆, 12−s) = L∗(∆, s). Ìîæíî ñðàâíèòü
ýòî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ñ ôóíêöèîíàëüíóì óðàâíåíèåì äëÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà
ζ(s)

ζ∗(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s) = ζ∗(1− s).

Ñâÿçü ñ ÷èñëàìè ðàçáèåíèé.

Íàïîìíèì,÷òî ðàçáèåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, ðàâíîé n. Ôóíêöèÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç p : N →
N ïðè÷¼ì ïîëàãàþò p(0) = 1.

Êàê ìû âèäåëè, ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ôóíêöèè p : N → N äà¼òñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì∑
n≥0

p(n)qn =
∏
m≥1

(1− qm)−1. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé q ñõîäèòñÿ

â îòêðûòîì êðóãå. Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà H, f : H → C ãäå

f(q) =
∑
n≥0

p(n)qn =
∏
m≥1

(1− qm)−1.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∆̃(q) = q(f(q))−24 ñâÿçûâàþøåå ôóíêöèþ ÷èñëà ðàçáèåíèé è ôóíêöèþ
Ðàìàíóäæàíà τ .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àâòîìîðôíîñòè, Õàðäè è Ðàìàíóäæàí äîêàçàëè ñëåäóþùóþ îöåíêó
äëÿ p(n):

p(n) =
(

1
4
√

3
+ O

(
1

λ(n)

))
· exp(K · λ(n))

λ(n)2

ãäå λ(n) =
√

n− 1
2 è K = π

√
2/3 (ñì. [Chand70]).
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Ñðàâíåíèå Ðàìàíóäæàíà è ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Ãàëóà.

Ñðàâíåíèå Ðàìàíóäæàíà óòâåðæäàåò, ÷òî

∀n ∈ Z+, τ(n) ≡
∑
d|n

d11mod 691. (2.9)

Â ÷àñòíîñòè, τ(691) = −2747313442193908 ≡ 1mod 691.
Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñðàâíåíèÿ τ(p) ≡ 1+p11mod 691 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî

÷èñëà p îòëè÷íîãî îò 691. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè è â ñèëó ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé ïî r áóäåì èìåòü

τ(pr+1) ≡ τ(pr)τ(p)− p11τ(pr−1) ≡
r+1∑
j=0

p11j mod 691,

îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü è îáùåå ñðàâíåíèå (2.9). Ñåðð íàø¼ë îáúÿñíåíèå ýòîãî êóðü¼çíîãî
ñðàâíåíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ãàëóà.

Ïóñòü Q � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî,
îòëè÷íîå îò 691 è p � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé èäåàë íàä (p) â êîëüöå O öåëûõ ýëåìåíòîâ Q̄.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gp è Ip ïîäãðóïïû ãðóïïû Ãàëóà G = Gal(Q̄/Q) îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè:

Gp = {σ ∈ G | σp = p}
Ip = {σ ∈ Gp | ∀x ∈ O, σx ≡ x mod p}.

ÃðóïïàGp íàçûâàåìàÿ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé Ãàëóà àëãåáðàè÷åñêîãî
çàìûêûíèÿ Qp ïîëÿ Qp p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, å¼ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Ip íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé
èíåðöèè, à ôàêòîð-ãðóïïàGp/Ip îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé Ãàëóà àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêûíèÿ
êîíå÷íîãî ïîëÿ Fp. Ýòà ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì Ôðîáåíèóñà Frp.

Ñåðð ïðåäïîëîæèë, à Äåëèíü äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà l, ñóùåñòâóåò òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå Ãàëóà ρl : G → GL(2, Zl), ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p îòëè÷íîãî îò l,
ãðóïïà èíåðöèè Ip òðèâèàëüíî äåéñòâóåò (ò.å. ρl íåðàçâåòâëåíî â p), è det(Id−ρl(Frp) · X) =

1− τ(p)X + p11X2. Â ñëó÷àå l = 691 ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå ρl(Frp) ≡
(

p11

0
?
1

)
mod 691, îòêóäà

τ(p) ≡ 1 + p11mod 691.
Âïîñëåäñòâèè, òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàëóà ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Óàéëñà î ìîäóëÿðíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (1994), à òàêæå ãèïîòåç Ñåððà î ìîäóëÿðíîñòè
âñåõ íå÷¼òíûõ äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé Ãàëóà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, äîêàçàííûõ â 2007
×.Êõàðå è Æ.-Ï. Âèíòåíáåðæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ Ì.Êèñèíà, Æ.-Ì. Ôîíòýíà è Ð.Òýé-
ëîðà (Ëåòíÿÿ øêîëà â Ìàðñåëå-Ëþìèíè, èþëü 2007).

Ôîðìóëû Þ.È.Ìàíèíà

Èñïîëüçóÿ öåïíûå äðîáè è ìîäóëÿðíûå ñèìâîëû, Þ.È.Ìàíèí íàø¼ë ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè
Ðàìàíóäæàíà τ(n), äàþøèå ãîðàçäî áîëåå áûñòðûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè, ÷åì
ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èëè æå ìåòîä îñíîâàííûé íà ðÿäàõ
Ýéçåíøòåéíà (∆ = (E3

4 − E2
6)/1728). Ýòè ôîðìóëû òàêîâû:

τ(n) = σ11(n)−
∑ ∗(n)

(
691
18

(∆8δ2 −∆2δ8)− 691
6

(∆6δ4 −∆4δ6)
)

;
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Ðèñ. 1: Ëåòíÿÿ øêîëà �Ãèïîòåçû Ñåððà î ìîäóëÿðíîñòè� â Ìàðñåëå-Ëþìèíè, èþëü 2007

τ(n) = σ11(n)− 691
18

∑ ∗(n)∆2δ2(∆2 − δ2)3

ãäå σ11(n) =
∑
d|n

d11 à âî âíåøíåé ñóììå
∑ ∗(n) ñïðàâà ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì

öåëûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ, n = ∆∆′+ δδ′, êîòðûå �äîïóñòèìû�, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì{
(∆, δ)

∣∣n = ∆∆′ + δδ′, ∆ > δ > 0, ∆′ > δ′ > 0, ãäå

∆|n, ∆′ =
n

∆
, δ′ = 0, 0 <

δ

∆
≤ 1

2
}
.

Êðîìå òîãî, ÷ëåíû ñ δ
∆ = 1

2 áåðóòñÿ â ñóììå ñ êîýôôèöèåíòîì 1
2 . Ýòà ôîðìóëà, â ÷àñòíîñòè,

äà¼ò íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ñðàâíåíèé Ðàìàíóäæàíà

τ(n) ≡ σ11(n)(mod691).

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë ìîæíî òàêæå íàéòè τ(6911) = −615012709514736031488, ïðè÷¼ì
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî τ(6911) ≡ 1 + 691111(mod691), íî τ(6911) 6≡ 1 + 691111(mod6912).
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Âû÷èñëåíèå ñ PARI-GP

(ñì. òàêæå

http://www.research.att.com/~njas/sequences/A000594, è

D. H. Lehmer, Tables of Ramanujan's function tau(n), Math. Comp., 24 (1970), 495-496.)

Ïðîãðàììà íà PARI-GP:

{

m=11;n=2 ;si(n,m)= p=0; fordiv(n,d, p+= d^m); p \\ ñóììà ñòåïåíåé äåëèòåëåé

}

{

s1(n)=d3=1; vd1=[]; c1=0;

\\ ïåðâàÿ ÷àñòü ñóììû (ñ \Delta>\delta>0,\ \Delta'>\delta'>0

for(d1=1,n-1, for(d2=1,n-1,if(n-d1*d2>0,

fordiv(n-d1*d2, d3,if(((d3<d1)& ((n-d1*d2)/d3<d2)),

d4=(n-d1*d2)/d3; c1=c1+1;

vd1=concat(vd1,[[d1,d2,d3,d4,c1]]);

print("Delta="d1,"\t", "Deltap="d2,"\t","delta="d3,"\t", " deltap=" (n-d1*d2)/d3,"\t",c1);

)))));vd1

}

{

s2(n)= c2=c1; vd2=[];fordiv(n, d1, d2=n/d1;d4=0;for(d3=0,d1/2, \\ âòîðàÿ ÷àñòü ñóììû (ñ \delta'=0)

if(d3==d1/2, c=1/2, c=1); c2=c2+1;

vd2=concat(vd2, [[d1,d2,d3,d4,c, c2]]);

print("Delta="d1,"\t", "Deltap="d2,"\t","delta="d3,"\t", "deltap="d4,"\t", c ,"\t",c2)

)) ; vd2

}

{

tau(n)=s1(n); s2(n); lvd1=length(vd1); lvd2=length(vd2); sn=0;

for(i1=1,lvd1, sn+=

vd1[i1] [1]^2* vd1[i1] [3]^2*(vd1[i1] [1]^2- vd1[i1] [3]^2)^3);

for(i2=1,lvd2,sn+=

(vd2[i2] [5])*vd2[i2] [1]^2* vd2[i2] [3]^2*(vd2[i2] [1]^2- vd2[i2] [3]^2)^3);

si(n,11)-(691/18)*sn

}

gp > tau(100)

Delta=2 Deltap=34 delta=1 deltap=32 1

Delta=2 Deltap=35 delta=1 deltap=30 2

Delta=2 Deltap=36 delta=1 deltap=28 3

Delta=2 Deltap=37 delta=1 deltap=26 4

...............................................................................

Delta=100 Deltap=1 delta=50 deltap=0 1/2 291

%3 = 37534859200 \\ \\ ðåçóëüòàò: tau(100)

gp > ##
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*** last result computed in 160 ms.

Ìíîãî äðóãèõ ìåòîäîâ ñì. â [Sloane], [Leh70]. Îòìåòèì îòêðûòóþ ïðîáëåìó (ïðîáëåìà Ëåìåðà)
î òîì, ÷òî τ(n) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äðóãàÿ íòåðåñíàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà
âû÷èñëåíèÿ τ(p) äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èçâåñòåí äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
a(p) ïðîèçâîäÿøåãî ðÿäà fE(z) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E íàä Q (�àëãîðèòì Ñõîîôà�). Ïî
òåîðåìå Óàéëñà, òàêîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôîðìîé âåñà 2 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé êîíãðóýíö-
ïîäãðóïïû ìîäóëÿðîé ãðóïïû, â òî âðåìÿ,êàê τ(p) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìîäóëÿðíîé
ôîðìû âåñà 12 îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ìîäóëÿðîé ãðóïïû.

3 Êëàññè÷åñêèå ìîäóëÿðíûå ôîðìû

ââîäÿòñÿ êàê íåêîòîðûå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè H =
{z ∈ C | Im z > 0}, êîòîðóþ ìîæíî òàêæå ðàññìàòèâàòü êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû
G(R) = GL2(R):

H = GL2(R)/O(2) · Z, (3.10)

ãäå Z = {
(

x
0

0
x

)
|x ∈ R×} öåíòð ãðóïïû G(R) à O(2) îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà. Ïðè ýòîì ãðóïïà

GL+
2 (R) ìàòðèö γ =

(
aγ

cγ

bγ

dγ

)
ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì äåéñòâóåò íàH äðîáíî-ëèíåéíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè; íà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññàõ (3.10) ýòî äåéñòâèå ïåðåõîäèò â åñòåñòâåííîå
äåéñòâèå ãðóïïîâûìè ñäâèãàìè.

Ïóñòü Γ � ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà â ìîäóëÿðíîé ãðóïïå SL2(Z).

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè H =
{z ∈ C | Im z > 0} f : H → C íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôîðîé öåëîãî âåñà k îòíîñèòåëüíî Γ,
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþøèå óñëîâèÿ a) è b):

a) Óñëîâèå àâòîìîðôíîñòè

f((aγz + bγ)/(cγz + dγ)) = (cγz + dγ)kf(z) (3.11)

äëÿ âñåõ γ ∈ Γ;

b) Ðåãóëÿðíîñòü â âåðøèíàõ: f ðåãóëÿðíà â âåðøèíàõ z ∈ Q ∪ i∞; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

êàæäîãî ýëåìåíò σ =
(

a
c

b
d

)
∈ SL2(Z) ôóíêöèÿ (cz + d)−kf

(
az+b
cz+d

)
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå ïî íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì q1/N = e(z/N) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà N . Ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà

f(z) =
∞∑

n=0

a(n)e(nz/N)

íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé, åñëè f îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ âåðøèíàõ

(ò.å. èõ ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå ñîäåðæàò ëèøü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè q1/N ),
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see [Se70], [Ma-Pa05], ãëàâà 6. Êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìîäóëÿðíûõ ôîðì
(ñîîòâ. ïàðàáîëè÷åñêèõ) ôîðì âåñà k îòíîñèòåëüíî Γ îáîçíà÷àåòñÿ Mk(Γ) (ñîîòâ. Sk(Γ)).

Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò òåîðèè ìîäóëÿðíûõ ôîðì óòâåðæäàåò, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà
êîíå÷íîìåðíû. Êðîìå òîãî, èìååì Mk(Γ)Ml(Γ) ⊂ Mk+l(Γ). Ïðÿìàÿ ñóììà

M(Γ) =
∞⊕

k=0

Mk(Γ)

ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé íàä C ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ.
Ïðèìåð ìîäóëÿðíûõ ôîðì îòíîñèòåëüíî SL2(Z) âåñà k ≥ 4 äà¼òñÿ ðÿäàìè Ýéçåíøòåéíà

Gk(z) =
∑

m1,m2∈Z

′
(m1 + m2z)−k (3.12)

(ïðèì îçíà÷àåò, ÷òî (m1,m2) 6= (0, 0)). Äëÿ ýòèõ ðÿäîâ óñëîâèå àâòîìîðôíîñòè (3.11) íåïîñðåäñòâåííî
âûâîäèòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ. Èìååì Gk(z) ≡ 0 äëÿ íå÷¼òíûõ k è

Gk(z) =
2(2πi)k

(k − 1)!

[
−Bk

2k
+

∞∑
n=1

σk−1(n)e(nz)

]
, (3.13)

ãäå σk−1(n) =
∑

d|n dk−1 è Bk îáîçíà÷àåò kå ÷èñëî Áåðíóëëè.

Ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðàM(SL2(Z)) èçîìîðôíà êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
G4 è G6.

3.1 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü ìîäóëÿðíîé ãðóïïû

Ïóñòü S =
(

0
1
−1
0

)
et T =

(
1
0

1
1

)
. Èìååì

S(z) = −z−1, T (z) = z + 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü D ïîäìíîæåñòâî H ñîñòîÿøåå èç òî÷åê z òàêèõ, ÷òî |z| >≥ 1
è |Re(z)| ≤ 1/2. Ìû óâèäèì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòüþ äëÿ äåéñòâèÿ
ìîäóëÿðíîé ãðóïïû Γ(1) = SL(2, Z) íà H, ò.e. åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè D → Γ(1)\H
ñþðúåêòèâíî, à åãî îãðàíè÷åíèå íà âíóòðåííîñòü D èíúåêòèâíî. Â òî æå âðåìÿ ìû âèäåëè,
÷òî S è T ïîðîæäàþò Γ(1) = SL(2, Z).

Òåîðåìà 3.2 1) Äëÿ âñåõ z ∈ H ñóùåñòâóåò ìàòðèöà γ ∈ Γ(1), òàêàÿ, ÷òî γ(z) ∈ D.
2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè z, z′ ∈ D ýêâèâàëåíòíû ïðè äåéñòâèè Γ(1). Òîãäà
èëè Re(z) = ±1/2 è z = z′ + 1, èëè |z| = 1 è z′ = −1/z.
3) Ïóñòü z ∈ D, è ïóñòü St(z) = {γ ∈ Γ(1) | γ(z) = z} ñòàáèëèçàòîð òî÷êè z â Γ(1). Òîãäà
èìååì St(z) = {±1} çà èñêëþ÷åíèåì òð¼õ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
z = i, ïðè ýòîì St(z) ãðóïïà ïîðÿäêà 4 ïîðîæä¼ííàÿ S;
z = ρ = e2πi/3, ïðè ýòîì St(z) ãðóïïà ïîðÿäêà 6 ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòîì ST =

(
0
1
−1
1

)
;

z = −ρ = eπi/3, ïðè ýòîì St(z) ãðóïïà ïîðÿäêà 6 ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòîì TS =
(

1
1
−1
0

)
.

ÌíîæåñòâîH/ SL2(Z) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìîæåñòâîì êëàññîâ èçîìîðôèçìà ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ íàä C: òî÷êå z ∈ H ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûé òîð C/(Z+zZ) êîòîðûé àíàëèòè÷åñêè
èçîìîðôåí ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, çàïèñàííîé â ôîðìå Âåéåðøòðàññà:

y2 = 4x3 − g2(z)x− g3(z) (3.14)
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Ðèñ. 2: Äåéñòâèå ãðóïïû SL(2, Z).
Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíî äåéñòâèå ãðóïïû SL(2, Z) íà âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.

ãäå g2 = 60G4(z), g3(z) = 140G6(z).
Ïðè çàìåíå z íà γ(z) äëÿ γ =

(
aγ

cγ

bγ

dγ

)
∈ SL2(Z) ðåø¼òêà Λz = Z + zZ çàìåíèòñÿ íà

Λγ(z) = Z + γ(z)Z = (cz + d)−1(Z + zZ) = (cz + d)−1Λz,

à êðèâàÿ (3.14) ïðèìåò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó Âåéåðøòðàññà ñ êîýôôèöèåíòàìè

g2(γ(z)) = (cz + d)4g2(z), g3(γ(z)) = (cz + d)6g3(z).

Äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñïðàâà (3.14) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ïàðàáîëè÷åñêîé
ôîðìîé âåñà 12 îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Γ = SL2(Z):

2−4(g3
2 − 27g2

3) = (3.15)

2−4(2π)12q
∞∏

m=1

(1− qm)24 = 2−4(2π)12
∞∑

n=1

τ(n)qn,

ãäå τ(n) ôóíêöèÿ Ðàìàíóäæàíà. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

j(z) = 1728
g3
2

g3
2 − 27g2

3

=
1
q

+ 744 +
∞∑

n=1

c(n)qn (3.16)
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ìåðîìîðôíà íà H è â ∞, è íå ìåíÿåòñÿ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ ìàòðèöàìè
èç Γ = SL2(Z). Ýòà ôóíêöèÿ äîñòàâëÿåò âàæíûé ïðèìåð ìîäóëÿðíîé ôóíêöèè è íàçûâàåòñÿ
ìîäóëÿðíûì èíâàðèàíòîì

3.2 Ìîäóëÿðíûå ôîðìû êàê âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷
àðèôìåòèêè

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ìîäóëÿðíûå ôîðìû êàê

1) ñòåïåííûå ðÿäû f =
∞∑

n=0

anqn ∈ C[[q]] è êàê

2) ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

H = {z ∈ C | Im z > 0},

ãäå q = exp(2πiz), z ∈ H, è ðàññìîòðèì L-ôóíêöèþ L(f, s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)ann−s äëÿ ëþáîãî

õàðàêòåðà Äèðèõëå χ : (Z/NZ)∗ → C∗, íàïðèìåð, äëÿ ñèìâîëà ßêîáè χ(n) =
(

n
N

)
.

Åù¼ îäèí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Ðàìàíóäæàíà:

Ïîëîæèì hk :=
∞∑

n=1

∑
d|n

dk−1qn =
∞∑

d=1

dk−1qd

1− qd
.

Äîêàçûâàåòñÿ: ∆ = (E3
4 − E2

6)/1728, ãäå E4 = 1 + 240h4 è E6 = 1− 504h6:

Âû÷èñëåíèå ñ PARI-GP
(ñì. [BBBCO]).

hk :=
∞∑

n=1

∑
d|n

dk−1qn =
∞∑

d=1

dk−1qd

1− qd
=⇒

gp > h6=sum(d=1,20,d^5*q^d/(1-q^d)+O(q^20))

gp > h4=sum(d=1,20,d^3*q^d/(1-q^d)+O(q^20)

gp > Delta=((1+240*h4)^3-(1-504*h6)^2)/1728

q - 24*q^2 + 252*q^3 - 1472*q^4 + 4830*q^5 - 6048*q^6 - 16744*q^7

+ 84480*q^8 - 113643*q^9 - 115920*q^10 + 534612*q^11

- 370944*q^12 - 577738*q^13 + 401856*q^14 + 1217160*q^15

+ 987136*q^16 - 6905934*q^17+ 2727432*q^18 + 10661420*q^19 + O(q^20)

Ñðàâíåíèå Ðàìàíóäæàíà: τ(n) ≡
∑
d|n

d11 mod 691 :

gp > (Delta-h12)/691

%10 = -3*q^2 - 256*q^3 - 6075*q^4 - 70656*q^5 - 525300*q^6

- 2861568*q^7 - 12437115*q^8 - 45414400*q^9

- 144788634*q^10 - 412896000*q^11 - 1075797268*q^12

- 2593575936*q^13 - 5863302600*q^14 - 12517805568*q^15

- 25471460475*q^16 - 49597544448*q^17

- 93053764671*q^18 - 168582124800*q^19 + O(q^20)
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Âîò åø¼ òðè ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ τ(n) (ñì. [Sloane])

PROGRAM

(MAGMA) M12:=ModularForms(Gamma0(1), 12); t1:=Basis(M12)[2];

PowerSeries(t1[1], 100); Coefficients($1);

(PARI) a(n)=if(n<1, 0, polcoeff(x*eta(x+x*O(x^n))^24, n))

(PARI) {tau(n)=if(n<1, 0, polcoeff(x*(sum(i=1, (sqrtint(8*n-7)+1)\2,

(-1)^i*(2*i-1)*x^((i^2-i)/2), O(x^n)))^8, n));}

gp > tau(6911)

%3 = -615012709514736031488

gp > ##

*** last result computed in 3,735 ms.

Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìîäóëÿðíûõ ôîðì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë:

Ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ
f =

∑∞
n=0 anqn

∈ C[[q]]
äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé
ôóíêöèè n 7→ an,
íàïðèìåð an = p(n)

 

Âûðàæåíèå ÷åðåç
ìîäóëÿðíóþ ôîðìó,
íàïðèìåð
∞∑

n=0

p(n)qn

= (∆/q)−1/24

 
×èñëî
(îòâåò)

Ïðèìåð 1 (ñì. [Chand70]):
(Õàðäè-Ðàìàíóäæàí)

↑ ↑

p(n) =
eπ

√
2/3(n−1/24)

4
√

3λ2
n

+O(eπ
√

2/3λn /λ3
n),

λn =
√

n − 1/24,

Õîðîøèå áàçèñû
êîíå÷íîìåðíîñòü
ìíîãî ñîîòíîøåíèé
è òîæäåñòâ

Çíà÷åíèÿ
L-ôóíêöèé,
ñðàâíåíèÿ,
. . .

Ïðèìåð 2 (ñì. â [Ma-Pa05], ãëàâû 6 è 7): òåîðåìà Ôåðìà-Óàéëñà, ãèïîòåçà Á¼ð÷à-Ñóèííåðòîíà-
Äàéåðà, . . .

4 Ðÿäû Ýéçåíøòåéíà è ñðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ðàìàíóäæàíà.

Ðÿäû Ýéçåíøòåéíà è èõ ðàçëîæåíèå Ôóðüå.

Ïóñòü k > 2. Äëÿ ðåø¼òêè Λ ⊂ C ïîëîæèì

Gk(Λ) =
∑
l∈Λ

l−k =
∑
m,n

′
(mω1 + nω2)−k, Λ = 〈ω1, ω2〉,

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ k > 2.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 (à) Èìååì

Gk(z) =
∑

m,n∈Z

′
(mz + n)−k ∈ Mk(Γ(1));
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(á)

Gk(z) = 2ζ(k)

[
1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

]
=: 2ζ(k)Ek(z),

ãäå q = e(z) = exp(2πiz), Bk ÷èñëà Áåðíóëëè îïðåäåë¼ííûå ðàçëîæåíèåì

x

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bk
xk

k!

Âîò íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé:

B0 = 1, B1 = −1
2
, B2 =

1
6
, B3 = B5 = · · · = 0, B4 = − 1

30
, B6 =

1
42

,

B8 = − 5
66

, B12 =
691
2730

, B14 = −7
6
, B16 =

3617
510

, B18 = −43867
798

, . . . .

Èìååì ζ(k) = − (2πi)k

2
Bk

k!
,

Gk(z) =
(2πi)k

(k − 1)!

[
−Bk

2k
+

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

]
=:

(2πi)k

(k − 1)!
Gk(z).

Ïðèìåðû.

E4(z) = 1 + 240
∞∑

n=1

σ3(n)qn ∈ M4(SL(2, Z)),

E6(z) = 1− 504
∞∑

n=1

σ5(n)qn ∈ M6(SL(2, Z)),

E8(z) = 1 + 480
∞∑

n=1

σ7(n)qn ∈ M8(SL(2, Z)),

E10(z) = 1− 264
∞∑

n=1

σ9(n)qn ∈ M10(SL(2, Z)),

E12(z) = 1 +
65520
691

∞∑
n=1

σ11(n)qn ∈ M12(SL(2, Z)),

E14(z) = 1− 24
∞∑

n=1

σ13(n)qn ∈ M14(SL(2, Z)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àâòîìîðôíîñòü ÿñíà, ïîñêîëüêó Gk(λΛ) = λ−kGk(Λ) ïîýòîìó Gk ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ðåø¼òêè ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè −k, è

Gk(z) = Gk(Λz), Gk(γz) = Gk(Λγz) = Gk(〈1,
az + b

cz + d
〉)

= Gk((cz + d)−1〈cz + d, az + b〉) = (cz + d)kGk(〈cz + d, az + b〉) = (cz + d)kGk(Λz) = (cz + d)kGk(z),

ïîñêîëüêó 〈cz + d, az + b〉 = 〈1, z〉 äëÿ âñåõ
(

a
c

b
d

)
∈ SL2(Z).
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå ñèíóñà â áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå:

sin(πa) = πa
∞∏

n=1

(
1− a2

n2

)
. (4.17)

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ (4.17) äà¼ò

πctgπa =
1
a

+
∞∑

n=1

(
1

a + n
− 1

a− n

)
. (4.18)

Çàìåòèì, ÷òî

πi
eπia + e−πia

eπia − e−πia
= πi +

2πi

e2πia − 1
= πi− 2πi

∞∑
n=1

e2πina, (4.19)

è ïîëîæèì x = 2πia; îòñþäà

x

2
+

x

ex − 1
= 1 +

∞∑
n=1

2x2

x2 − (2πin)2
,

ãäå

∞∑
k=0

Bk
xk

k!
+

x

2
= 1−

∞∑
n=1

2
( x

2πin

)2

−
( x

2πin

)2

+ 1
=

1− 2
∞∑

n=1

∑
k=2k′≥2

( x

2πin

)k

= 1− 2
∑

k=2k′≥2

ζ(k)
(2πi)k

xk.

Ýòî íåïîñðåäñòâåííî äà¼ò

ζ(k) = − (2πi)k

2
Bk

k!
, (4.20)

â ÷àñòíîñòè,

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
.

×òîáû äîêàçàòü (á), ïðîâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé (4.19) ïî ïåðåìåííîé a
(k − 1) ðàç:

−(2πi)k
∞∑

n=1

nk−1e2πina = (−1)k−1(k − 1)!
∑
n∈Z

(a + n)−k, (k ∈ 2Z, k ≥ 2). (4.21)

Ïîëîæèì a = mz, òîãäà

(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

nk−1e2πinmz =
∑
n∈Z

(mz + n)−k. (4.22)
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Åñëè òåïåðü k > 2, òî ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü ïî m îò 1 äî ∞. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì

Gk(z) = 2ζ(k) + 2
∑
m=1

∞∑
n=−∞

(mz + n)−k = 2ζ(k)

1− 2k

Bk

∞∑
m,d=1

dk−1qmd

 . (4.23)

Îòìåòèì, ÷òî äâîéíîé ðÿä â (4.23) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè k > 2 íî ðÿä (4.23) èìååò ñìûñë
è ïðè k = 2 êàê óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (4.20) â
(4.23).

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü ∆(z) = q
∏
m≥1

(1− qm)24. Òîãäà èìååì

∆(−z−1) = z12∆(z).

(ñì. òàêæå [Se70]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

E2(z) = 1− 24
∞∑

n=1

σ1(n)qn.

Èìååì

d

dz
log(∆(z)) =

d

dz
log q + 24

∞∑
m=1

d

dz
log(1− qm) =

2πi(1− 24
∞∑

m=1

mq(1− qm)−1) = 2πiE2(z),
dq

dz
= 2πiq.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 4.3

z−2E2(−z−1) = E2(z) +
12

2πiz
. (5.8)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ ðÿä (4.23) ñ k = 2 ñõîäÿùèéñÿ óñëîâíî:

E2(z) =
1

2ζ(2)

∞∑
m=−∞

 ∞∑
n=−∞

n6=0

(mz + n)−2

 =

1 +
3
π2

∑
m6=0

( ∞∑
n=−∞

(mz + n)−2

)
= 1 +

6
π2

∞∑
m=1

( ∞∑
n=−∞

(mz + n)−2

)
.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m èìååì

∞∑
n=−∞

(mz + n)−2 = 1− 4
B2

∞∑
d=1

dqmd = 1− 24
∞∑

n=1

σ1(n)qn.
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Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

z−2E2(−z−1) =
1

2ζ(2)

∞∑
m=−∞

 ∞∑
n=−∞

n6=0

(−m + nz)2

 = 1 +
3
π2

∞∑
n=−∞

∑
m6=0

(mz + n)−2.

Åñëè ïîëîæèòü am,n = (mz + n)−2, òî äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà

−
∑
m

∑
n

am,n +
∑

n

∑
m

am,n =
12

2πiz
.

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ââîäèòñÿ ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí

bm,n(z) =
1

(mz + n− 1)(mz + n)
=

1
(mz + n− 1)

− 1
(mz + n)

(4.24)

Ïîëó÷àåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ðÿä

Ẽ2(z) = 1 +
3
π2

∑
m6=0

∞∑
n=−∞

(
(mz + n)−2 − bm,n(z)

)
(4.25)

êîòîðûé óæå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïîñêîëüêó

(mz + n)−2 − ((mz + n− 1)(mz + n))−1 = (mz + n)−2(mz + n− 1)−1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Ẽ2(z) =

1 +
3
π2

∑
m6=0

( ∞∑
n=−∞

(mz + n)−2

)
+

3
π2

∑
m6=0

∞∑
n=−∞

(
1

(mz + n)
− 1

(mz + n− 1)

)
,

è ïîñëåäíÿÿ ñóììà ïðåîáðàçóåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó

Ẽ2(z) = E2(z).

Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ â (4.25) îáîñíîâàíî â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, îòêóäà

Ẽ2(z) = 1 +
3
π2

∞∑
n=−∞

∑
m6=0

(
(mz + n)−2 − bm,n(z)

)
=

z−2E2(−z−1)− 3
π2

∞∑
n=−∞

∑
m6=0

bm,n

 .

Îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü ïîñëåäíþþ ñóììó:

∞∑
n=−∞

∑
m6=0

bm,n

 = lim
N→∞

n=N∑
n=−N+1

∑
m6=0

bm,n

 .
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Îäíàêî ∑
m6=0

(mz − n)−2 =
1
z2

∑
m6=0

(n/z −m)−2 = − 1
n2

− 4π2

z2

∞∑
d=1

de−2πind(1/z)

ïîýòîìó äëÿ âñåõ z âíåøíÿÿ ñóììà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, è ïðåîáðàçóåòñÿ â

∑
m6=0

(
n=N∑

n=−N+1

bm,n

)
=
∑
m6=0

(
1

(mz −N)
− 1

(mz + N)

)
=

2
z

∞∑
m=1

(
1

(−N/z + m)
+

1
(−N/z −m)

)
=

2
z

(
πctg

(
−πN

z

)
+

z

N

)
→ −2πi

z

ïðè N →∞, z ∈ H, îòêóäà ñëåäóåò è ïðåäëîæåíèå 4.3, è òåîðåìà 4.2.

4.1 Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿðíûõ ôîðì îòíîñèòåëüíî SL2(Z).

(ñì. òàêæå [Se70], pp.127�178).
Ïóñòü f íåíóëåâàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà H, è ïóñòü p íåêîòîðàÿ òî÷êà â H. Íàçîâ¼ì

ïîðÿäêîì f â p, è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç vp(f), öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ôóíêöìÿ f/(z − p)n

ãîëîìîðôíà è íåîáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå p.
Ïóñòü f ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ âåñà k, òî ðàâåíñòâî

f(z) = (cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
ïîêàçûâàåò, ÷òî vp(f) = vγ(p)(f) äëÿ âñåõ γ ∈ Γ = Γ(1); äðóãèìè ñëîâàìè, vp(f) çàâèñèò òîëüêî
îò îáðàçà p â Γ\H. Áîëüøå òîãî, ìîæíî îïðåäåëèòü è v∞(f) êàê ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî q = 0
ôóíêöèè f̃(q) = f(z) àññîöèèðîâàííîé ñ f . Ïîëîæèì ep = 2 (ñîîòâ.ep = 3) åñëè p ýêâèâàëåíòíà
îòíîñèòåëüíî Γ òî÷êå i (ñîîòâ. òî÷êå ρ), è ep = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 4.4 (î ñòåïåíè äèâèçîðà ìîäóëÿðíîé ôîðìû ) Ïóñòü f íå-
íóëåâàÿ ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ âåñà k îòíîñèòåëüíî Γ(1). Èìååì

v∞(f) +
∑

p∈Γ(1)\H

1
ep

vp(f) =
k

12

[Ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ýòîò ðåçóëüòàò â âèäå:

v∞(f) +
1
2
vi(f) +

1
3
vρ(f) +

∑
p∈Γ(1)\H

∗′
vp(f) =

k

12
,

ãäå ñèìâîë
∑

p∈Γ(1)\H

∗′
îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì êëàññàì òî÷åê Γ(1)\H, îòëè÷íûì îò êëàññîâ

òî÷åê i et de ρ].
Åñòåñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà èñïîëüçóåò ñòðóêòóðó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íà
Γ(1)\H, ãäå H = H ∪Q ∪∞.

20



Òåîðåìà 4.5 (î ôóíêöèè Ðàìàíóäæàíà ∆ è ðÿäàõ Ýéçåíøòåéíà) (i) Èìååì
Mk(Γ(1)) = 0 pour k < 0 è k = 2.

(ii) Äëÿ k = 0, 4, 6, 8, 10 ïðîñòðàíñòâî Mk(Γ(1)) èìååò ðàçìåðíîñòü 1 ñ áàçèñîì 1, E4, E6, E8, E10;
ïðè ýòîì Sk(Γ(1)) = 0.

(iii) Óìíîæåíèå íà ∆ îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì Mk−12(Γ(1)) íà Sk(Γ(1)).

Òåîðåìà 4.6 (ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿðíûõ ôîðì äëÿ SL(2, Z))

(à)

dim Mk(Γ(1)) =


[

k
12

]
, k ≡ 2(mod12), k ≥ 0,

0, k ≡ 1(mod2),[
k
12

]
+ 1, k 6≡ 2(mod12), k ≥ 0, k ∈ 2Z.

dim Sk(Γ(1)) =


[

k
12

]
− 1, k ≡ 2(mod12), k ≥ 12,

0, k ≡ 1(mod2),[
k
12

]
, k 6≡ 2(mod12), k ≥ 0, k ∈ 2Z.

(á) Ïðîèçâåäåíèÿ

{Eα
4 Eβ

6 | 4α + 6β = k, α, β ≥ 0, α, β ∈ Z}

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Mk(Γ(1))

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç 4.5.

Ñëåäñòâèå 4.7 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆(z) =
1

1728
(E3

4 − E3
6).

Äåéñòâèòåëüíî, ∆(z) ∈ S12(Γ(1)), è â ñèëó 2.3 èìååì dim S12(Γ(1)) = 1, îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

ôóíêöèÿ
1

1728
(E3

4 − E3
6) òàêæå ïðèíàäëåæèò îäíîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó S12(Γ(1)), òàê êàê îáå

ôóíêöèè E3
4 , E3

6 èìåþò êîýôôèöèåíò ïðè q, ðàâíûé 1.

4.2 Ïðèëîæåíèå: äîêàçàòåëüñòâî ñðàâíåíèÿ Ðàìàíóäæàíà

τ(n) ≡ σ11(n) mod 691. (4.26)

Äåéñòâèòåëüíî,

E2
6(z)−

(
1− 504

∞∑
n=1

σ5(n)qn

)2

∈ Z[[q]],

ïîýòîìó ìîæíî ðàçëîæèòü E2
6(z) â áàçèñå {E12, ∆} ïðîñòðàíñòâà M12(Γ(1)) ðàçìåðíîñòè 2:

E2
6 = E12 + α∆, ãäå

1− 1008q + · · · = 1 +
65520
691

q + · · ·+ αq + . . . ,
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è · · · = O(q2). Ïîýòîìó

α = −1008− 65520
691

=
a

691
ãäå a ≡ −65520(mod691),

è èç ðàçëîæåíèÿ âûâîäèòñÿ. ÷òî

65520
691

σ11(n) +
a

691
τ(n) ∈ Z, ãäå 65520(σ11(n)− τ(n)) ≡ 0(mod691),

îòêóäà âûòåêàåò ñðàâíåíèå (4.26).

5 ×èñëà Áåðíóëëè è ñðàâíåíèÿ Êóììåðà

5.1 Ñðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñðàâíåíèé ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ìîäóëÿðíûõ ôîðì ïî ìîäóëþ pn.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì åù¼ îäíó íîðìàëèçàöèþ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà, çàäàííóþ òàê, ÷òî

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå a(n) çàäàþò ðÿä Äèðèõëå ñ ýéëåðîâñêèì ïðîèçâåäåíèåì, ïðè ýòîì a(1) =
1:

Gk =
ζ(1− k)

2
Ek = −Bk

2k
+

∞∑
n=1

σk−1(n)qn =
∞∑

n=0

a(n)qn ⇒
∞∑

n=1

a(n)n−s = ζ(s)ζ(s + 1− k),

à òàêæå p-íîðìàëèçàöèþ
G∗

k(z) = Gk(z)− pk−1Gk(pz).

Òîãäà

G∗
k =

ζ∗(1− k)
2

+
∞∑

n=1

σ∗k−1(n)qn, σ∗k−1(n) =
∑
d|n

(d,p)=1

dk−1, ãäå

ζ∗(s) = ζ(s)(1− p−s) =
∑
n=1

(p,n)=1

n−s îáîçíà÷àåò äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà
ñ óäàë¼ííûì ýéëåðîâñêèì p-ìíîæèòåëåì.

G∗
k =

∞∑
n=0

a∗k(n)qn ⇒
∞∑

n=1

a∗k(n)n−s = ζ(s)ζ∗(s + 1− k).

Òåîðåìà 5.1 à) Ïóñòü k ≡ k′ mod (p− 1)pN−1 òîãäà G∗
k ≡ G∗

k′ mod pN â Q[[q]] äëÿ âñåõ
k 6≡ 0 mod (p− 1).

á) Ïóñòü k ≡ k′ mod (p− 1)pN−1, òîãäà äëÿ ëþáûõ c ∈ Z, (c, p) = 1, c > 1 èìååì: (1−ck)G∗
k ≡

(1− ck′)G∗
k′ mod pN (áåç îãðàíè÷åíèÿ íà k).

â) Ñåìåéñòâî êëàññè÷åñêèõ ìîäóëÿðíûõ ôîðì

k 7→ fk = (1− ck)G∗
k

ÿâëÿåòñÿ p-àäè÷åñêè íåïðåðûâíûì Z∗p ñ ïàðàìåòðîì èç ìíîæåñòâà

P = {y 7→ yk, k ≥ 4}

p-àäè÷åñêèõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû Z∗p.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1: Óòâåðæäåíèÿ à) è á) ñëåäóþò èç â). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â)
ïîëîæèì fk =

∑
n≥0

ak(n)qn

Ñëó÷àé n > 0: Ôóíêöèè
k 7→ ak(n) = (1− ck)

∑
d|n

(d,p)=1

dk−1

ÿâëÿþòñÿ p-àäè÷åñêè íåïðåðûâíûìè ïî èõ ýëåìåíòàðíîìó îïèñàíèþ (ïî ñðàâíåíèÿì
òåîðåìû Ýéëåðà);

Ñëó÷àé n = 0: ak(0) = (1− ck)ζ∗(1− k) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ñðàâíåíèé
Êóììåðà: çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî c ∈ Z, (c, p) = 1, c > 1.

Òåîðåìà 5.2 (Êóììåð) Ïóñòü ζ
(c)
(p)(−k) = (1−ck+1)(1−pk)ζ(−k), k ≥ 0, è ïóñòü h(x) =∑

i

αix
i ∈ Z[x] òàêîé, ÷òî h(a) ≡ 0 mod pN äëÿ âñåõ α ∈ Z∗p. Òîãäà

∑
i

αiζ
(c)
(p)(−i) ≡ 0 mod pN .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2 èñïîëüçóåò ñóììû ñòåíåíåé Sk(M) =
M−1∑
n=1

nk, ÷èñëà Áåðíóëëè

Bk, è ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè Bk(x):

Sk(M) =
M−1∑
n=1

nk =
1

k + 1
[Bk+1(M)−Bk+1], ãäå

∞∑
m=1

Bk

k!
tk =

t

et − 1
è Bk(x) =

k∑
i=0

(
k

i

)
Bix

k−i.

Îòñþäà âûòåêàåò

Bk = lim
N→∞

1
pN

Sk(pN )

(p�àäè÷åñêèé ïðåäåë ÿâíî âû÷ñèëÿåòñÿ ïî óêàçàííîé ôîðìóëå äëÿ Sk(pN ) (â ÷àñòíîñòè, 1
pN S1(pN ) =

pN (pN−1)
2pN → − 1

2 = B1).
Äàëåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ñóììà ñòåïåíåé

S∗k(pN ) =
pN−1∑
n=1
p-n

nk = Sk(pN )− pkSk(pN−1) ,

êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè â òåðìèíàõ Sk(N) ïî ôîðìóëå

Bk+1 = lim
N→∞

1
pN

Sk+1(pN ).

Äëÿ âñåõ n ñ (p, n) = 1 èìååì ñðàâíåíèå h(n) ≡ 0(modpN ), è

lim
N→∞

1
pN

S∗k+1(p
N ) = lim

N→∞

1
pN

[Sk+1(pN )− pk+1Sk(pN−1)] =

lim
N→∞

1
pN

Sk+1(pN )− pk lim
N→∞

1
pN

Sk+1(pN−1) = (1− pk)Bk+1.
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Ïîäñòàâèì ζ(−k) = −Bk+1

k + 1
òîãäà

ζ
(c)
(p)(−k) = (ck+1 − 1)(1− pk)

Bk+1

k + 1
≡ Sk+1(pM )

pM
· (ck+1 − 1)

k + 1
mod pN (5.27)

(äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M ≥ N). Ïðàâàÿ ÷àñòü (5.27) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

pM−1∑
n=1
p-n

(cn)k+1 − nk+1

pM · (k + 1)
=

pM−1∑
n=1
p-n

(cn)k+1 − nk+1
c

pM · (k + 1)
(5.28)

ãäå n 7→ nc ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , pM − 1} çàäàííàÿ nc ≡ nc (mod pM ). Ïîäñòàâèì
cn = nc + pM tn, tn ∈ Z â (5.28):

(nc)k+1 − nk+1
c

pM · (k + 1)
≡ tn · nk

c mod pM

ïîýòîìó ζ
(c)
(p)(−k) ≡

∑
n=1
p-n

t · nk
c mod pM ãäå tn = t(n, c) íå çàâèñèò îò k. ×òîáû çàâåðøèòü

äîêàçàòåëüñòâî, ïîäñòàâèì ýòî ñðàâíåíèå â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èç òåîðåìû 5.2 èñïîëüçóÿ
ïðåäïîëîæåíèå

h(x) ≡ 0 mod pN :
∑

i

αiζ
(c)
(p)(−i) ≡

∑
n=1
p-n

tn · h(nc) ≡ 0 mod pN .

Ñëåäñòâèå 5.3 (p-àäè÷åñêàÿ íåïðåðûâíîñòü ζ
(c)
(p)(−k) â ïðîãðåññèÿõ ïî mod(p− 1)). Åñëè

h(x) = xk − xk′ , k ≡ k′ mod (p− 1)pN−1, òî

ζ
(c)
(p)(−k) ≡ ζ

(c)
(p)(−k′) mod pN .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5.3: Ïî òåîðåìå Ýéëåðà èìååì h(a) ≡ 0 mod pN , ïîñêîëüêó

aϕ(pN ) ≡ 1 (mod pN ), (a, p) = 1.

5.2 p-àäè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå è ìåðà Ìàçóðà

Â p-àäè÷åñêîé òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå Òýéòà, Cp = Q̂p (ïîïîëíåíèå
àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp), êîòîðîå ñëóæèò àíàëîãîì ïîëÿ êîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë, òàê êàê Cp àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ïîëíûì ìåò-
ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé | · |p, |p|p = 1

p .

Ïóñòü R ëþáîå çàìêíóòîå ïîäêîëüöî â Cp, M � òîïîëîãè÷åñêèé R-ìîäóëü è C(Y, R) �
òîïîëîãè÷åñêèé ìîäóëü âñåõ R-çíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðîêîíå÷íîì ìíîæåñòâå
Y = Z∗p, è Step(Y,R) � R-ìîäóëü âñåõ ëîêàëüíî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé íà Y (â äàííîì ñëó÷àå
âñå ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû!).

Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå µ íà Y ñî çíà÷åíèÿìè â M ýòî êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ
íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ U ⊂ Y :

µ :
{
îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà

U ⊂ Y

}
−→ M.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, µ � ýòî ãîìîìîðôèçì R�ìîäóëåé

µ : Step(Y, R) → M

Íàïîìíèì, ÷òî ìåðîé íà Y ñî çíà÷åíèÿìè â M íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì R-
ìîäóëåé

µ : C(Y,R) −→ M.

Îãðàíè÷åíèå µ íàR�ïîäìîäóëü Step(Y, R) ⊂ C(Y, R) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå, îáîçíà÷àåìîå
òîé æå áóêâîé µ, ïðè÷¼ì ìåðà µ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàñïðåäåëåíèþ,
ïîñêîëüêó R�ïîäìîäóëü Step(Y,R) �ïëîòåí� â C(Y, R). Ýòî óòâåðæäåíèå âûðàæàåò îáùèé ôàêò
î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòå Y .

Ñëåäñòâèå 5.4 (Ìàçóð) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ Qp=çíà÷íàÿ ìåðà µ(c) íà Z∗p òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 1 èìååì

∫
Z∗p

xkdµ(c) = ζ
(c)
(p)(1− k) = (1− ck)(1− pk−1)ζ(1− k). Çàìåòèì, ÷òî

ζ(0) = − 1
2 , íî ζ

(c)
(p)(0) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èíòåãðèðîâàòü h(x) ïî Z×p , òî ïîëó÷àåòñÿ ñðàâíåíèå Êóììåðà èç
òåîðåìû 5.1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåðû, óäîâëåòâîðÿþøåé óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ,
îïðåäåëèì èíòåãðàë

∫
Z×p φ(x)µ(c) äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : Z×p → Zp. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ(x) ìíîãî÷ëåíàìè (äëÿ íèõ èíòåãðàë çàäàí
ïî îïðåäåëåíèþ), çàòåì îñòà¼òñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó. Ñðàâíåíèÿ Êóììåðà èç òåîðåìû 5.1.
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäåë êîððåêòíî îïðåäåë¼í, è äà¼ò èíòåãðàë äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

5.3 p-àäè÷åñêàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ Êóáîòû � Ëåîïîëüäòà

5.3.1 Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ p-àäè÷åñêèõ äçåòà-ôóíêöèé

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ äçåòà ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà

C = Homcont(R×, C×), s 7→ (y 7→ ys).

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì êîìïëåêñíûì ñëó÷àåì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ p-àäè÷åñêèõ äçåòà-
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ p-àäè÷åñêàÿ ãðóïïà

Xp = Homcont(Z×p , C×
p ),

ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ íåïðåðûâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ ïðîêîíå÷íîé ãðóïïû Z×p â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

ãðóïïó ïîëÿ Òýéòà, Cp = Q̂p (ïîïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë

Qp). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü öåëûå ÷èñëà k êàê ãîìîìîðôèçìû xk
p : y 7→ yk.

Êîíñòðóêöèÿ Êóáîòû è Ëåîðîëüäòà äà¼ò ñóùåñòâîâàíèå p-àäè÷åñêîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
ζp : Xp → Cp ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì â òî÷êå x = x−1

p , êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ
îãðàíè÷åííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íàXp ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ðåãóëÿðèçóþùèé ìíîæèòåëü
(cx(c)− 1), (x ∈ Xp, c ∈ Z×p ); ýòà ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà óñëîâèåì

ζp(xk
p) = (1− pk)ζ(−k) (k ≥ 1). (5.29)

Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò î÷åíü åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ â ðàìêàõ òåîðèè p-àäè÷åñêîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ (â ñòèëå ðåçóëüòàòà Ìàçóðà, ñì. ñëåäñòâèå 5.4)
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Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ýòîé êîíñòðóêöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïðèìåíèìà è äëÿ âñåõ
õàðàêòåðîâ Äèðèõëå χ ïî ìîäóëþ ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p. Çàôèêñèðóåì âëîæåíèå

ip : Q ↪→ Cp (5.30)

è áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïîëå Q ñ ïîäïîëåì â C è â Cp. Òîãäà õàðàêòåð Äèðèõëå âèäà

χ : (Z/pNZ)× → Q×

ñòàíîâèòñÿ ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû êðó÷åíèÿ

Xtors
p ⊂ Xp = Homcont(Z×p , C×

p )

è ðàâåíñòâî (5.29) îñòà¼òñÿ â ñèëå è äëÿ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé L(−k, χ) ñîîòâåòñòâóþùèõ
L-ðÿäîâ Äèðèõëå

L(s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)n−s =
∏

` ïðîñòûå
÷èñëà

(1− χ(`)`−s)−1,

ïðè ýòîì ìû èìååì

ζp(χxk
p) = ip

[
(1− χ(p)pk)L(−k, χ)

]
(k ≥ 1, k ∈ Z, χ ∈ Xtors

p ). (5.31)

5.3.2 Íåàðõèìåäîâî ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà

Ïóñòü µ îáîçíà÷àåò Cp-çíà÷íóþ ìåðó Z×p . Òîãäà íåàðõèìåäîâî ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ìåðû
µ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Lµ(x) = µ(x) =
∫

Z×p
xdµ, (x ∈ Xp), (5.32)

è ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííóþ Cp-àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

Lµ : Xp −→ Cp. (5.33)

Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè Lµ î÷åâèäíà ïîñêîëüêó âñå õàðàêòåðû x ∈ Xp ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ â Op è µ òàêæå îãðàíè÷åíà. Àíàëèòè÷íîñòü Lµ âûðûæàåò îáùåå ñâîéñòâî
èíòåãðàëà (5.32), ïîñêîëüêó îí àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà x ∈ Xp. Ìîæíî äîêàçàòü
(òåîðåìà Èâàñàâà), ÷òî îãðàíè÷åííûå Cp-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîò-
âåòñòâóþò Cp-çíà÷íûì ìåðàì µ íà Z×p ïîñðåäñòâîì íåàðõèìåäîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà.

5.3.3 Ïðèìåð: p-àäè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ìåðûÌàçóðà è èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå äçåòà-ôóíêöèè Êóáîòû � Ëåîïîëüäòà

Äëÿ ìåðû Ìàçóðà èç ñëåäñòâèÿ 5.4 ôóíêöèÿ íà Xp

ζp(x) =
(
1− c−1x(c)−1

)−1
Lµ(c)(x) (x ∈ Xp) (5.34)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà è ãîëîìîðôíà çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåííîãî ïðîñòîãî ïîëþñà â òî÷êå
x = x−1

p , è ñòàíîâèòñÿ îãðàíè÷åííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà Xp ïîñëå óìíîæåíèÿ íà
ðåãóëÿðèçóþùèé ìíîæèòåëü (cx(c)−1), (x ∈ Xp, c ∈ Z×p ); ýòà ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà
óñëîâèåì (5.29).
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Ïðèçíàòåëüíîñòü àâòîðà

Èñêðåííå áëàãîäàðþ Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à Âèíáåðãà çà ïðèãëàøåíèå ïîäãîòîâèòü ñòàòüþ äëÿ
æóðíàëà �Ìàòåìàòè÷åñêîå Ïðîñâåùåíèå� 2008, ïîñâÿù¼ííîãî p-àäè÷åñêèì ÷èñëàì è èõ ïðè-
ëîæåíèÿì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[And76] Andrews, G.E. (1976): The theory of partitions. Reading, Addison�Wesley (1976).

[BBBCO] Batut, C., Belabas, D., Bernardi, H., Cohen, H., Olivier, M.: The PARI/GP number
theory system. http://pari.math.u-bordeaux.fr

[BS85] Borevich, Z.I., Shafarevich, I.R. (1985): Number Theory. (in Russian). 3rd ed. Nauka,
Moscow (1985). English transl.: New York/London: Academic Press, 1966.

[Chand70] Chandrasekharan, K. Arithmetical functions. Berlin�Heidelberg�New York, Springer�
Verlag (1970).

[Leh70] D. H. Lehmer, Tables of Ramanujan's function tau(n), Math. Comp., 24 (1970), 495-496.)

[Kob77] Koblitz, N. (1977): p−adic numbers, p−adic analysis and zeta�functions. New York:
Springer Verlag (1977).

[Kob84] Koblitz, N. (1984): Introduction to elliptic curves and modular forms. New York: Springer
Verlag, 1984.

[KuLe64] Kubota, T., Leopoldt, H.�W. (1964): Eine p−adische Theorie der Zetawerte. I. J. reine
u. angew. Math., 214/215, 328-339 (1964).

[Man96] Manin, Yu. I., Selected papers of Yu. I. Manin, World Scienti�c Series in 20th Century
Mathematics, 3. World Scienti�c Publishing Co., Inc., River Edge, NJ, 1996. xii+600 pp.

[Ma-Pa05] Manin, Yu.I. and Panchishkin, A.A., Introduction to Modern Number Theory, Ency-
clopaedia of Mathematical Sciences, vol. 49 (2nd ed.), Springer-Verlag, 2005, 514 p.

[Ri] Ribet K.A. (1990a): Raising the level of modular representations. S�emin. Theor. Nombres
Paris, 1987-88 Progress in Math. 81 (1990), 259-271.

[Se70] Serre, J.� P. (1970): Cours d'arithm�etique. Paris: Presses Univ. France, 1970.

[Sloane] Neil J. A. Sloane: Home Page The On-Line Encyclopedia of Integer. Contains 131774
sequences [Thu Aug 23 15:09:40 EDT 2007]
http://www.research.att.com/ njas/sequences/A000594

[TaWi] Taylor, R. and Wiles, A., Ring theoretic properties of certain Hecke algebras, Ann. of
Math. 141 (1995), 553-572

[Wi95] Wiles A., Modular elliptic curves and Fermat's Last Theorem, Ann. Math., II. Ser. 141,
No.3 (1995) 443�55.

27


	p.doc
	getFT.pdf
	vinberg702-ru.pdf
	
	 ,    .
	 
	    . 
	:      .

	  
	   
	       

	      . 
	     SL2(Z).
	:   

	    
	    
	p-    
	p- -  -- 
	  p- -
	  
	: p-        -  -- 






