Компл. Ан. 2010 Семинар 6 @ 18.03.10

Эллиптические функции

Определение 1. Пусть ω, ω^′ ∈ C и ω/ω^′ /∈ R. Мероморфная функция f(z) называется эллиптической (двоякопериодической) если f(z + ω) = f(z + ω^′) = f(z) для всех z ∈ C. Определение 2. Множество точек Π = {αω + α^′ω^′ | α, α^′ ∈ [0, 1)} называется параллелограммом периодов, множество точек L = {nω + n^′ω^′ | n, n^′ ∈ Z} называется решеткой периодов.

Задача 1. a) Докажите, что сумма вычетов полюсов эллиптической функции на параллелограме периодов равна нулю.

b) Докажите, что сумма кратностей полюсов эллиптической функции на параллелограме периодов равна сумме кратностей нулей.

Определение 3. Определим ℘-функцию Вейерштрасса как ряд ℘ = 1 z^2 + ∑ ξ∈L\0 ( 1 (z − ξ)^2 − 1 ξ^2 ) .

Задача 2. a) Докажите, что этот ряд сходится абсолютно и равномерно по z на любом компакте, не пересекающемся с решеткой L. b) Докажите, что ℘-функция голоморфна вне решетки L.

Задача 3. a) Докажите, что ℘-функция Вейерштрасса четная и имеет полюса второго порядка на решетке периодов.

b) Докажите, что производная ℘^′ — эллиптическая функция. Напишите ряд для нее. c) Докажите, что ℘ — эллиптическая функция.

Задача 4. Докажите, что ℘(z) = 1/z^2 + 3e_2z^2 + 5e_3z^4 + 7e_4z^6 + . . . , где

e_k = ∑ ξ∈L\0

ξ^{−2k}.

Задача 5. a) Докажите, что ℘^{′2}(z) = 4℘^3(z) − g_2℘(z) − g_3, где g_2 = 60e_2, g_3 = 140e_3. b) Определим функцию (многозначную) E(z) равенством

E(z) =

∫_∞ z du √ 4u^3 − g_2u − g_3 . Докажите, что E(z) — функция, обратная ℘(z) Задача 6. a) Пусть f(z) — четная эллиптическая функция, a_1, . . . , a_n, −a_1, . . . , −a_n — её нули (кратные повторяются), b_1, . . . , b_n, −b_1, . . . , −b_n — её полюса (кратные повторяются). Докажите равенство

f(z) = const · n∏ i=1 (℘(z) − ℘(a_i))/ n∏ j=1 (℘(z) − ℘(b_i)).

b) Докажите, что любая эллиптическая функция представляется рациональной функцией от ℘ и ℘^′.

Задача 7^∗. Докажите, что ℘(z_1 + z_2) =^1_4

[_{℘′(z1)−℘′(z2)}

℘(z_1)−℘(z_2)

]_2 − ℘(z_1) − ℘(z_2).