äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÎÁÌÉÚ 2: òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ.

2.1. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÉÁÍÅÔÒ diam(M) ∈ [0; ∞] ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ sup_{x;y∈M} d(x; y)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ûÁÒÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x ÒÁÄÉÕÓÁ ” Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_”(x) ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË y Ó d(x; y) ¡ ”.

úÁÄÁÞÁ 2.1. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ÄÉÁÍÅÔÒ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ” Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

úÁÄÁÞÁ 2.2. ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ” ¿ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ M ÅÓÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÛÁÒÏŒ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ⩽ ”.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ {S_i} { ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó r ¡ ”. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ¯_{d;”} ∈ [0; ∞] ËÁË

¯_{d;”} := inf_{{Si}} ∑ i (diam S_i)^d

ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÑÍ. ðÒÅÄÅÌ

¯_d(M) := sup lim_{” −→ 0} ¯_{d;”}(M)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ d-ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M.

úÁÄÁÞÁ 2.3. ðÕÓÔØ ÍÅÔÒÉËÁ Œ M = R^n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÏÒÍÏÊ |(x_1; :::; x_n)| = max |x_i|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÐÏÌÉÜÄÒÁ ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÏÂSSÅÍÕ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ).

úÁÄÁÞÁ 2.4 (*). ðÕÓÔØ ÍÅÔÒÉËÁ Œ M = R^n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÏÒÍÏÊ |(x_1; :::; x_n)| = ∑ |x_i|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÐÏÌÉÜÄÒÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÅÇÏ ÏÂSSÅÍÕ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 2.5 (*). ðÕÓÔØ Œ M = R^n ÚÁÄÁÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÐÏÌÉÜÄÒÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÅÇÏ ÏÂSSÅÍÕ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M −→ N ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÐÛÉ- ÃÅŒÙÍ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C, ÅÓÌÉ d(x; y) ⩾ Cd(f(x); f(y)), ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ C ¿ 0. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ (Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ).

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 2, version 2.0, 04.04.2010

úÁÄÁÞÁ 2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. úÁÄÁÞÁ 2.7 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.8. ðÕÓÔØ d_1, d_1 { ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Id_M : (V; d_1) −→ (V; d_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Œ ÎÏÒÍÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ d_2.

úÁÄÁÞÁ 2.9 (*). ðÕÓÔØ M = R^n, d_1 É d_2 ËÁËÉÅ-ÔÏ ÎÏÒÍÙ ÎÁ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Id_M : (M; d_1) −→ (M; d_2) ÂÉÌÉÐÛÉÃÅŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.10 (!). ðÕÓÔØ U ⊂ R^n { ÏÔËÒÙÔÏÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ˘ : U −→ R^m ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÌÁÄËÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ @U. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ. úÁÄÁÞÁ 2.11. ðÕÓÔØ M^f−→ N ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Ó ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÏÊ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯_d(M) ⩾ C^d¯_d(f(M)), ÇÄÅ ¯_d ÅÓÔØ d-ÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ. úÁÄÁÞÁ 2.12 (!). ðÕÓÔØ ¯_d(M) ¡ ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯_d′ (M) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d^′ ¿ d. õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ diam S_i ¡ ” ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯_d′_{;”} = inf_{{Si}} ∑ i (diam S_i)^{d′} ⩽ ”^{d′−d} inf_{{Si}} ∑ i (diam S_i)^d = ”^{d′−d}¯_{d;”} (2.1)

É ÐÅÒÅÊÄÉÔÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ” −→ 0.

úÁÄÁÞÁ 2.13 (!). ðÕÓÔØ ¯_d′ (M) = ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯_d(M) = ∞ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d ¡ d^′. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (2.1), É ÐÅÒÅÊÄÉÔÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ” −→ 0. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ dim_H M ∈ [0; ∞] ÅÓÔØ ÓÕÐÒÅÍÕÍ ŒÓÅÈ d ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ¯_d(M) = ∞.

úÁÄÁÞÁ 2.14. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.15. ðÕÓÔØ f : M −→ N { ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ: dim_H (M) ⩾ dim_H (f(M)).

úÁÄÁÞÁ 2.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÉÌÉÐÛÉÃÅŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒŒÁ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ("ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ"). úÁÄÁÞÁ 2.17 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ËÁÎÔÏÒÏŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K ⊂ [0; 1]. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R^n ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÍÅÒÕ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ Z ÛÁÒÁÍÉ U_i, Ó ∑ i Vol(U_i) ¡ ”.

úÁÄÁÞÁ 2.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 2, version 2.0, 04.04.2010

úÁÄÁÞÁ 2.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ R^n −→ R^n ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÕÌÅ- ŒÏÊ ÍÅÒÙ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 2.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ R^n −→ R^n ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÅÒÙ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 2.21 (!). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ R^n Œ R^n, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ Œ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÅÒÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.22 (!). ðÕÓÔØ M ⊂ R^d ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ dim_H M ¡ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Ó ÁÔÌÁÓÏÍ {U_i; Œ_i : U_i ~−→ R^n}. ðÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ Œ_i(Z ∩ U_i) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ Œ R^n, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i. úÁÄÁÞÁ 2.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÁÔÌÁÓÁ ÎÁ M. úÁÄÁÞÁ 2.24. ðÕÓÔØ M^f−→ R^n { ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á M { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim_H (f(M)) ⩽ dim M õËÁÚÁÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ,f ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ dim_H (f(M)) ⩽ dim M. úÁÄÁÞÁ 2.25 (!). ðÕÓÔØ M^f−→ N { ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ dim M ¡ dim N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ M ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ óÁÒÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. úÁÄÁÞÁ 2.26 (**). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÅÍÕ óÁÒÄÁ.

2.2. ôÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ (Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ M^f−→ N { ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ, ÅÓÌÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Df ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. âÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ T^2 = S^1 × S^1 ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ Z=2Z, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ (t_1; t_2) Œ (t_1 + ß; −t_2).

úÁÄÁÞÁ 2.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏ, É ÆÁËÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. úÁÄÁÞÁ 2.28. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÍÍÅÒÓÉÀ ÉÚ ÂÕÔÙÌËÉ ëÌÅÊÎÁ Œ R^3.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 2, version 2.0, 04.04.2010

úÁÄÁÞÁ 2.29 (!). ðÕÓÔØ M^f−→ N { ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÇÏ Œ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔ Œ N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ M ,→ R^n { ŒÌÏÖÅÎÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÁÓÁ- ÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÔÏÞËÅ p ∈ M ÅÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ R^n, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë M (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ), Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ p. ðÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ p ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_pM. åÓÌÉ ÎÁ R^n ÚÁÄÁÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ S^{m−1}M ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (p ∈ M; v ∈ T_pM), ÇÄÅ v { ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ |v| = 1.

úÁÄÁÞÁ 2.30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^{m−1}M ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ S^{m−1}M −→ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ S^{m−1}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. S^{m−1}M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÆÅÒ ÎÁÄ M.

úÁÄÁÞÁ 2.31 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^{m−1}M ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ M ,→ R^n, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÉÚ M Œ R^n É R^{n′} , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S^{m−1}M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.32 (!). ðÕÓÔØ M^Œ,→ R^n { ŒÌÏÖÅÎÎÏÅ Œ R^n ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m, ˘ ∈ RP^{n−1} ÐÒÑÍÁÑ Œ R^n, Á P_˘ : R^n −→ R^{n−1} { ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ R^n=˘ ∼= R^{n−1}.

Á. ðÕÓÔØ ´ ⊂ M × M ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M × M\´^B−→ RP^{n−1}, ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË (x; y) ∈ M × M Œ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ Œ(x) − Œ(y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ∘ P_˘ : M −→ R^{n−1} ÉÎSSÅËÃÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ B.

Â. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^{m−1}M^{B0}−→ RP^{n−1}, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ∘ P_˘ : M −→ R^{n−1} ÉÍÍÅÒÓÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ B_0.

úÁÄÁÞÁ 2.33 (!). ðÕÓÔØ M^Œ,→ R^n ŒÌÏÖÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m, n ¿ 2m + 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÑ R^{n P}−→ R^{2m+2} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Œ ∘ P : M −→ R^{2m+2} { ÇÌÁÄËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ B_0 É B ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n.

úÁÄÁÞÁ 2.34. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÑ R^{n P}−→ R^{2m+1} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Œ ∘ P : M −→ R^{2m+1} { ÉÍÍÅÒÓÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 2.35. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^{2n−1}?

úÁÄÁÞÁ 2.36 (**). íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÍÍÅÒÓÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ CP^2 Œ R^5?

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 2, version 2.0, 04.04.2010

úÁÄÁÞÁ 2.37. ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ R^{2n+2}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÉÔÎÉ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ m-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ R^{2m}. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ "ÓÉÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ".

2.3. ôÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ (ÄÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ)

úÁÄÁÞÁ 2.38. ðÕÓÔØ P { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ R^m −→ R^{2m+2}, Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÎÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

úÁÄÁÞÁ 2.39. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.40. ðÕÓÔØ M { n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, {U_i; Œ_i : U_i ~−→ R^n} { ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÔÌÁÓ, Á f_i U_i −→ [0; 1] { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_i : M −→ R^{m+1}, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÌÉÓÔÏÞËÅ:

¯_i(p) :=

¯_i(p) = ( f_i(p)Œ_i(p); f_i(p) ) , ÅÓÌÉ p ∈ U_i

¯_i(p) = (0; :::; 0) ÅÓÌÉ p =∈ U_i

ðÕÓÔØ A_i ∈ P { ŒÌÏÖÅÎÉÑ R^m −→ R^{2m+2}, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÙÅ ÔÅÍ ÖÅ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_A : M −→ R^{2m+2}, ¯_A(p) = ∑ A_i(¯_i(p)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ⨁ i ¯_i : M −→ R^∞ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ R^∞ −→ R^{2m+2}.

úÁÄÁÞÁ 2.41 (*). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÕÓÔØ M_0 ⊂ M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ⋃ i∈I U_i ⊃ M_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ Œ {U_i}, ÉÚ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z_I ⊂ P^k ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ {A_i; i ∈ I} ∈ P^k, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ Z_I , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_A : M_0 −→ R^{2m+2} { ÇÌÁÄËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ õÉÔÎÉ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÅË- ÃÉÉ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ M.

úÁÄÁÞÁ 2.42 (*). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ P^∞ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ P, ÐÒÏÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÔÅÍ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÉÒÕÅÔ ÁÔÌÁÓ {U_i}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P^∞ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ŒÓÅÈ {A_i} ∈ P ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ¯_A ÎÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ Œ P^∞.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, Z ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Z_I ⊂ P^k, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÅ 2.41, ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ P^{∞ ˝I}−→ P^k. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÚÎÁÞÉÔ, Z ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 2, version 2.0, 04.04.2010