äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

áÎÁÌÉÚ 5: œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

5.1. ìÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ M^Œ−→ N { ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dffi ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ M.

úÁÄÁÞÁ 5.1. ðÕÓÔØ M^Œ−→ N { ÎÅÏÓÏÂÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, dim M > dim N, Á X ⊂ N { ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi^{−1}(X) { ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ N × U −→ U.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. óÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ M^Œ−→ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ N ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ffi^{−1}(U) −→ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ

úÁÄÁÞÁ 5.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÏÓÏÂÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S^3 ⊂ R^4 = C^2, É ÐÕÓÔØ ı : S^3 −→ CP^1 ÅÓÔØ ÐÒÏÅË- ÃÉÑ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ C^2\0 −→ CP^1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÏËÁÌØ- ÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ S^1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏÐÆÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.4. ðÕÓÔØ ı : S^3 −→ CP^1 - ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ, Á C = CP^1\{0} ,→ CP^1 { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı^{−1}(CP^1\{0}) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S^1 × R^2.

úÁÄÁÞÁ 5.5 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.6 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÙÊ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.7. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÏÓÏÂÙÊ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S^{2n+1} Œ CP^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ, ÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÂÏÂÝÉÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.8 (*). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ŒÉÄÁ S^7 −→ S^4. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 5, version 2.2, 26.03.2010

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ M_1^{ß1}−→ N É M_2^{ß2}−→ N { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Á ´ ⊂ N × N { ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ı_1 × ı_2 : M_1 × M_2 −→ N × N ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ, É ÐÕÓÔØ M_1 ×_N M_2 := (ı_1 × ı_2)^{−1}(´). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M_1 ×_N M_2 ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ M_1 É M_2 ÎÁÄ N.

úÁÄÁÞÁ 5.9 (!). ðÕÓÔØ M_1^{ß1}−→ N É N_2^{ß2}−→ N { ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÓÏ ÓÌÏÅÍ F_1 É F_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M_1 ×_N M_2 −→ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F_1 × F_2.

úÁÄÁÞÁ 5.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.11. ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÌÅÎÔÕ íÅÂÉÕÓÁ ËÁË ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ í^ß−→ S^1 ÓÏ ÓÌÏÅÍ ]0; 1[. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ×_S1 M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ M×]0; 1[.

úÁÄÁÞÁ 5.12 (*). ðÕÓÔØ ı : S^3 −→ CP^1 { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^3 ×_{CP} 1 S^3 ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ S^3 × S^1.

5.2. òÁÓÓÌÏÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÇÒÕÐÐÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÇÒÕÐÐÏŒÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ŒÚÑÔÉÅÍ ÏÂ- ÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ), ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÇÒÕÐÐÙ, É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.13. ðÕÓÔØ G - ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.14. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ S^3.

úÁÄÁÞÁ 5.15 (*). íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÂÙÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 5.16 (*). íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÕËÅÔ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÂÙÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. ðÕÓÔØ M^f−→ N, M^{′ f ′}−→ N { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. íÏÒÆÉÚÍ M−→ M^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁÄ N, ÅÓÌÉ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ: M � M^′ � � f � � N f^′ � úÁÄÁÞÁ 5.17. ðÕÓÔØ B^ß−→ M { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á B^´−→ B ×_M B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ b ∈ B Œ (b; b) ∈ B ×_M B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄ B.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 5, version 2.2, 26.03.2010

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ B^ß−→ M { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á B ×_M B^¯−→ M - ÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÎÁÄ M. üÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ı ÏÎ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ¯(a; ¯(b; c)) = ¯(¯(a; b); c). óÅÞÅÎÉÅ M^e−→ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ B^{IdB ×e}−→ B ×_M B^¯−→ B É B^{e×IdB}−→ B ×_M B^¯−→ B

ÒÁŒÎÁ Id_B . MÏÒÆÉÚÍ : B −→ B ÎÁÄ M, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ

B^´−→ B ×_M B^{IdB ×˚}−→ B ×_M B^¯−→ B É B^´−→ B ×_M B^{˚×IdB}−→ B ×_M B^¯−→ B

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ b Œ e(ı(b)), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. åÓÌÉ ÎÁ B^ß−→ M ÚÁÄÁÎÏ ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÅÄÉÎÉÃÁ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÁÄ M.

úÁÄÁÞÁ 5.18. ðÕÓÔØ B^ß−→ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÄ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ı ÓÕÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.19 (!). ðÕÓÔØ G × M −→ M ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ G ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ m ∈ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ G × M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÄ M.

úÁÄÁÞÁ 5.20. ðÕÓÔØ B { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÄ M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ M −→ B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.21 (*). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ M −→ B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÂÕ- ÄÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

5.3. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

úÁÄÁÞÁ 5.22. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ G. ðÕÓÔØ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ – ÐÏÌÑ k ÚÁÄÁÎ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ffi_˘ : G −→ G, ÐÒÉÞÅÍ ffi_˘ ∘ ffi_˘′ = ffi_{˘˘}′ , É ffi_{˘+˘}′ (g) = ffi_˘(g) + ffi_˘′ (g): äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ k = R ÉÌÉ C. áÂÅÌÅŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ B^ß−→ M ÎÁÄ M ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ M, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ – ∈ k ÚÁÄÁÎ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ffi_˘ : B −→ B ÇÒÕÐÐÙ B ÎÁÄ M, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ı.

úÁÄÁÞÁ 5.23 (!). ðÕÓÔØ B^ß−→ M { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ M, U ⊂ M - ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á B(U) - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ı^{−1}(U)^ß−→ U.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 5, version 2.2, 26.03.2010

Á. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B(U) ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

Â. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B(U) ÚÁÄÁÅÔ ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÕÞËÏÍ C^0(M) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.24 (*). ðÕÓÔØ S ⊂ R^n ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ), s ∈ S - ÔÏÞËÁ, Á v ∈ T_sR^n { ËÁËÏÊ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ s. çÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ s ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ËÏÎÕÓÕ C_sS ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S Œ s, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ S ÄÏ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ s Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ v, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ Ë s ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ: lim_{t −→ 0} d(S; s + tv) t −→ 0:

Á. [*] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ CS ÐÁÒ (s; v); s ∈ S; v ∈ C_sS ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ S.^1

Â. [*] œÙÞÉÓÌÉÔÅ CS ÄÌÑ S ⊂ R^3, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ x^2 + y^2 − z^2.

Œ. [*] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ CS −→ S ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. ðÕÓÔØ B −→ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÏ ÓÌÏÅÍ R^n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ B ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ M, ÐÒÉ- ÞÅÍ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ôÏÇÄÁ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ B −→ M ÐÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ C^∞M-ÍÏÄÕÌÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÕ- ÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ C^∞M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.10. ðÕÓÔØ B { n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M, x ∈ M ÔÏÞËÁ, B_x - ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÏÓÔËÏŒ B Œ x, Á m_x ⊂ C^∞_x M ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ ÒÏÓÔËÏŒ C^∞_x M. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÊ B Œ x ËÁË ÆÁËÔÏÒ B_x=m_xB_x. óÌÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ B | | x úÁÄÁÞÁ 5.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.27. ðÕÓÔØ B = C^∞M^n { ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, a b ∈ B | | |_x ÔÏÞËÁ

ÓÌÏÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÒÏÓÔËoÍ ffi ∈ B_x = C^∞_m M^n, ffi = (f_1; :::; f_n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏÅŒ B Œ M × R^n, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (x; ffi = (f_1; :::; f_n)) Œ (f_1(x); :::; f_n(x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.11. ðÕÓÔØ B { n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M, Á Tot B ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ Œ ÓÌÏÑÈ B ÎÁÄ ŒÓÅÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ M. ðÕÓÔØ U ⊂ M ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ B ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÂÉÅËÃÉÅÊ Tot B(U) = U × R^n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ

1íÎÏÖÅÓÔŒÏ CS ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ Ë S.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 5, version 2.2, 26.03.2010

ÚÁÄÁÞÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ Tot B, Ó ÂÁÚÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ Tot B(U) = U × R^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U ⊂ M É ŒÓÅÈ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÊ B. úÁÄÁÞÁ 5.28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ Tot B Œ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M, ÓÏ ÓÌÏÅÍ R^n

úÁÄÁÞÁ 5.29 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Tot B ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ M, ÐÒÉÞÅÍ ÐÕÞÏË ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ B

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. ðÕÓÔØ B { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË C^∞M-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ËÁË ÐÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÔÏÔÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ B −→ M. ôÏÇÄÁ B = Tot B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ B.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, "ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ" ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ, ÞÔÏ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÕÞÏË, É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÞÁÓÔÏ ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.30. ðÕÓÔØ M_1^Œ−→ M { ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á B^ß−→ M { ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B ×_M M_1 ÅÓÔØ ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ M_1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.13. üÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ffi^∗B, É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÌÉ ÐÕÌÌ-ÂÜËÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ B (ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ "pull-back").

úÁÄÁÞÁ 5.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ffi^∗(B) | | |_x ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó B | | |_{Œ(x)} .

úÁÄÁÞÁ 5.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 5.33 (*). ðÕÓÔØ M_1^Œ−→ M { ÎÅÏÓÏÂÙÊ, ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ, Á B { ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ffi^∗(B) ÂÙÔØ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ?

5.4. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.14. ðÕÓÔØ V; V^′ { ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, W { ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ŒÉÄÁ v ⊗ v^′, ÇÄÅ v ∈ V; v^′ ∈ V^′, Á W_1 ⊂ W - ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ rv ⊗ v^′ − v ⊗ v^′, (v_1 + v_2) ⊗ v^′ − v_1 ⊗ v^′ − v_2 ⊗ v^′ É v ⊗ (v^′_1 + v^′_2) − v ⊗ v^′_1 − v ⊗ v^′_2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V ⊗_R V^′ ËÁË ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÕ W=W_1.

úÁÄÁÞÁ 5.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r · v ⊗ v^′ → (rv) ⊗ v^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ V ⊗_R V^′ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ R-ÍÏÄÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q ⊗_Z (Z=2Z) = 0.

úÁÄÁÞÁ 5.36 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V ⊗_R V = 0.

úÁÄÁÞÁ 5.37. ðÕÓÔØ I_1; I_2 - ÉÄÅÁÌÙ Œ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (R=I_1)⊗_R (R=I_2) = R=(I_1 +I_2), ÇÄÅ I_1 +I_2 - ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ I_1; I_2.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 5, version 2.2, 26.03.2010

úÁÄÁÞÁ 5.38. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.39 (!). ðÕÓÔØ B_1 É B_2 - ÐÕÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (M; F). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

U −→ B_1(U) ⊗_{F(U)} B_2(U)

ÔÏÖÅ ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.40 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÏÓÔÉ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.15. ôÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÅ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.41. ðÕÓÔØ B_1 É B_2 { ÐÕÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ C^∞M-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á B_1 ⊗_C∞_M B_2 ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ B_1 ⊗_C∞_M B_2 Œ x ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓÌÏÅŒ B_1 | | |_x ⊗ B_2 | | |_x .

úÁÄÁÞÁ 5.42. ðÕÓÔØ V - ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, Á Hom_R(V; R) ÇÒÕÐÐÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ R-ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÚ V Œ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ r·h(: : : ) → rh(: : : ) ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ Hom_R(V; R) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ R-ÍÏÄÕÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hom_R(R^n; R) Ó ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ R-ÍÏÄÕÌÑ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ (ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ) ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ R^n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.16. ðÕÓÔØ V - ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ V^∗ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ËÁË Hom_R(V; R), Ó ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.43. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Q=Z ËÁË Z-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Q=Z)^∗ = 0.

úÁÄÁÞÁ 5.44. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ Q^∗ = Hom_Z(Q; Z) ÎÕÌÅŒÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5.45 (*). ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÎÕÌÅ ÎÁ R, Á K { ÉÄÅÁÌ ÆÕÎËÃÉÊ, ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÎÕÌÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (R=K)^∗ := Hom_R(R=K; R) ÎÕÌÅŒÏÊ, ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ ÜÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.46 (**). ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÓÌÉ R - ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÎÕÌÅ ÎÁ R^n.

úÁÄÁÞÁ 5.47 (!). ðÕÓÔØ B { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË C^∞M- ÍÏÄÕÌÅÊ, Á Tot B^ß−→ M - ÅÇÏ ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ B^∗(U) ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ı^{−1}(U), ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ÓÌÏÑÍ ı, Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ B^∗(U) −→ B^∗(V ).

Á. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U −→ B^∗(U) ÚÁÄÁÅÔ ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ C^∞M.

Â. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ.

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 6 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 5, version 2.2, 26.03.2010

Œ. [!] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B^∗(U) ÅÓÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ë B(U) ÎÁÄ C^∞U.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.17. ðÕÓÔØ B { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, B^∗ { ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË C^∞M- ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ë B.

úÁÄÁÞÁ 5.48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ B^∗ | |_x ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë B | |_x .

úÁÄÁÞÁ 5.49. ðÕÓÔØ B { ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B^∗ ÔÏÖÅ ÎÅÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.50. ðÕÓÔØ B_1 É B_2 - ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ M, Á Tot B_1 ×_M Tot B_2^ß−→ M. ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÔÏÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı^{−1}(x) = B_1 | | |_x × B_2 | | |_x . äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÑ B_1 ⊗ B_2 ÓÕÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Tot B_1 ×_M Tot B_2, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ı.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.18. âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ (B ⊗B)^∗. óÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏÑÈ B. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏÑÈ B.

úÁÄÁÞÁ 5.51 (!). ðÕÓÔØ B { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÅÔÒÉËÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÅÔÒÉËÕ ÌÏËÁÌØÎÏ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.52. îÁÊÄÉÔÅ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.53 (*). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 0, ÎÁÊÄÉÔÅ 2n-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.54 (*). îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ 3-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ ~^2B ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 5.55 (*). îÁÊÄÉÔÅ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ó ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ (1; 1).

áÎÁÌÉÚ, îíõ, ŒÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ { 7 { œÅÓÎÁ 2010, ÌÉÓÔÏË 5, version 2.2, 26.03.2010