
Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë Äîìàøíèé ýêçàìåí

Äîìàøíèé ýêçàìåí çà âòîðîé ñåìåñòð

Çàäà÷à 1. Îïèøèòå âñå ÷èñëîâûå ïîëÿ ñ äèñêðèìèíàíòîì ≤ 20.

Çàäà÷à 2. a)Âû÷èñëèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ íàä F2 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 + y =
x3 + x+ 1.

b)Îïèøèòå âñå íåèçîìîðôíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä F2 è ïîñ÷èòàéòå èõ ãðóïïû F2-
àâòîìîðôèçìîâ. Êàêèå èç ýòèõ êðèâûõ ñòàíîâÿòñÿ èçîìîðôíûìè íàä F4? À íàä F16?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü K/Q � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå. Ïóñòü O � ïîðÿäîê ïîëÿ K ñ êîí-
äóêòîðîì f (ò.å. O = Z + fOK). Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ hO âûðàæàåòñÿ ÷åðåç hK

ôîðìóëîé:

hO =
hK

|O×
K/O×|

· |(OK/fOK)
×|

|(O/fO)×|

Çàäà÷à 4. a)Ïóñòü l ≥ 2 � òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî 4l3 + 27 ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ,
fl(x) = x3 + lx − 1, αl � âåùåñòâåííûé êîðåíü fl(x), Kl = Q(αl). Ïîêàæèòå, ÷òî α−1

l

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ åäèíèöà OKl
.

b)Ïîñ÷èòàéòå ôóíäàìåíòàëüíóþ åäèíèöó è ãðóïïó êëàññîâ èäåàëîâ ïîëÿ K10.

c)Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïåðâîãî ïóíêòà çàäà÷è äëÿ ÷¼òíîãî l ôóíäàìåíòàëü-
íûìè åäèíèöàìè L � ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ fl(x) � ÿâëÿþòñÿ α−1

l è σ(α−1
l ), ãäå σ ∈ Gal(L/Q)

� êàêîé-òî ýëåìåíò.

Çàäà÷à 5. a)Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x4 − 17 = 2y2 èìååò ðåøåíèå â Qp äëÿ âñåõ p.

b)Óáåäèòåñü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé.
Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå ëèáî òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ëèáî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

â Q(
√
17).


