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Ïëîñêèå êðèâûå. Ãåîìåòðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Çàäà÷à 1. a)Ïóñòü Cf è Cg � ïëîñêèå êðèâûå ñòåïåíåé m è n ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P1, . . . , Pt, ïðè ýòîì ïîðÿäîê Pi íà Cf ðàâåí ri,

à ïîðÿäîê Pi íà Cg ðàâåí si. Óáåäèòåñü, ÷òî
t∑
i=1

risi ≤ mn.

b)Ïóñòü Cf � êðèâàÿ ñòåïåíè m áåç êðàòíûõ êîìïîíåíò ñ îñîáûìè òî÷êàìè Pi ïîðÿäêà
ri. Ïîêàæèòå, ÷òî

∑
ri(ri − 1) ≤ m(m− 1).

Ïîäñêàçêà: ïîñìîòðèòå íà ïîäõîäÿùóþ ïðîèçâîäíóþ f.

c)Ïóñòü Cf � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè m ñ îñîáûìè òî÷êàìè Pi ïîðÿäêà ri. Ïîêà-
æèòå, ÷òî

∑
ri(ri − 1) ≤ (m− 1)(m− 2).

Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå ïîäõîäÿùóþ ïðîèçâîäíóþ f, èìåþùóþ ïîðÿäîê ri − 1 â Pi, à òàêæå[
(m−1)(m+1)

2

]
-ìåðíîå ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ ñòåïåíè m − 1 è ïîäñåìåéñòâî êðèâûõ, èìåþùèõ

ïîðÿäîê ri − 1 â Pi.

d)Ðàññìîòðåâ ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó è êðèâóþ xn +wyn−1 = 0,
óáåäèòåñü, ÷òî íåðàâåíñòâà èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ òî÷íûå.

Çàäà÷à 2◦. Ïîêàæèòå, ÷òî â õàðàêòåðèñòèêå 0 êâàäðèêà CF íåïðèâîäèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà 3× 3 ìàòðèöà å¼ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü. Êîãäà
ýòî óòâåðæäåíèå îñòà¼òñÿ âåðíûì â õàðàêòåðèñòèêå p?

Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü òî÷êà P íà ïðîåêòèâíîé êðè-
âîé CF , çàäàííîé óðàâíåíèåì F (x1, x2, x3) = 0, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëèíåéíàÿ ôîðìà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, äåëèò êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó ñ êîýôôèöèåíòàìè èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî â õàðàêòåðèñòèêå íîëü òî÷êà P íà êðèâîé CF ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãåññèàí H(x1, x2, x3) = det
(

∂2F
∂xi∂xj

)
â ýòîé òî÷êå îáðàùàåòñÿ â

íîëü.

c)Êîãäà ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû â õàðàêòåðèñòèêå p?

d)Ïîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè ≥ 3 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ïåðåãèáà.

Çàäà÷à 4◦. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè è êàñàòåëüíûå â íèõ äëÿ ñëåäóþùèõ êðèâûõ â A2:

a) y2 = x3; b) 4x2y2 = (x2 + y2)3; c) y2 = x4 + y4.

Çàäà÷à 5◦. Ïðè êàêèõ a è b ñëåäóþùèå ïðîåêòèâíûå êðèâûå îñîáû:

a) y2z + axyz + byz2 = x3; b) y2z = x3 + axz2 + bz3.

Çàäà÷à 6◦. a)Ïóñòü C � êðèâàÿ y2z = x3. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : P1 → C, çàäàí-
íîå êàê φ([s, t]) = [s2t, s3, t3], ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ìîðôèçìîì. Íàéäèòå îáðàòíîå ðàöèî-
íàëüíîå îòîáðàæåíèå ψ : C → P1. ßâëÿåòñÿ ëè ψ èçîìîðôèçìîì?

b)Îòâåòüòå íà àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ C : y2z = x3 + x2z è îòîáðàæåíèÿ φ([s, t]) =
[(s2 − t2)t, (s2 − t2)s, t3].

Çàäà÷à 7◦ (ìîðôèçì Ôðîáåíèóñà). Ïóñòü C ⊂ P2 � êðèâàÿ íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq.
a)Ïîêàæèòå, ÷òî φ : [x, y, z] 7→ [xq, yq, zq] îïðåäåëÿåò áèåêòèâíûé ìîðôèçì èç C â C.

b)ßâëÿåòñÿ ëè ýòîò ìîðôèçì èçîìîðôèçìîì?

c)Óáåäèòåñü, ÷òî C(Fq) = {P ∈ C | φ(P ) = P}.
Çàäà÷à 8◦. Ïóñòü Cp � êðèâàÿ â P2, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = pz2.

a)Äîêàæèòå, ÷òî Cp èçîìîðôíà P1 íàä Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≡ 1 mod 4.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè p ≡ 3 mod 4 ýòè êðèâûå ïîïàðíî íå èçîìîðôíû íàä Q è íå èçî-
ìîðôíû P1.
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Çàäà÷à 9 (êðèâûå è ãðóïïà Ãàëóà).

a)Ïóñòü Cf/k � àôôèííàÿ êðèâàÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî k[Cf ] = k[x, y]/(f(x, y)) = {f ∈ k̄[C] |
σ(f) = f äëÿ âñåõ σ ∈ Gal(k̄/k)}.
b)Äîêàæèòå, ÷òî P2(k) = {P ∈ P2(k̄) | σ(P ) = P äëÿ âñåõ σ ∈ Gal(k̄/k)}.
c)Ïóñòü φ : C1 → C2 � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ïëîñêèõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ. Äî-
êàæèòå, ÷òî φ îïðåäåëåíî íàä k â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà σ(φ) = φ äëÿ âñåõ
σ ∈ Gal(k̄/k).
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ãèëüáåðòà 90.

Çàäà÷à 10 (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå). Ïóñòü C0 � àôôèííàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ
óðàâíåíèåì yd = a0x

d + a1x
d−1 + · · ·+ ad, íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, a0 6= 0.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà íà áåñêîíå÷íîñòè ó C0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
d ≥ 4.

b)Ïóñòü d = 4. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψ = [1, x, y, x2] : C0 → P3. Ïóñòü C � êðèâàÿ â
P3, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè x2

2 − a0x
2
3 − a1x1x3 − a2x0x3 − a3x0x1 − a4x

2
0 = x3x0 − x2

1 = 0.
Óáåäèòåñü, ÷òî ψ çàäà¼ò èçîìîðôèçì C0

∼= C ∩ {x0 6= 0}.
c)Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ C èìååò äâå íåîñîáûå òî÷êè íà ïåðåñå÷åíèè ñ ïëîñêîñòüþ x0 = 0.

d∗)Îáîáùèòå ïðåäûäóùåå íà ïðîèçâîëüíîå d ≥ 4.

Çàäà÷à 11 (ïðèâåäåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó). a)Ïóñòü
E/k � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, O ∈ E(k) � òî÷êà ïåðåãèáà. Ïîêàæèòå,
÷òî íàéäåòñÿ îáðàòèìàÿ ïðîåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùàÿO â [0, 1, 0],
à êàñàòåëüíóþ ê C â O â ïðÿìóþ z = 0.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî, åñëè êðèâàÿ èìååò âèä, óêàçàííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, òî å¼ óðàâíå-
íèå åñòü y2z + a1xyz + a3yz

2 = x3 + a2x
2z + a4xz

2 + a6z
3.

c)Ïóñòü E/k � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, O ∈ E(k) � òî÷êà, íå ÿâëÿ-

þùàÿñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê E â òî÷êå O åñòü îñü y,
ïåðåñåêàþùàÿ E âî âòîðîé òî÷êå P = [0, 0, 1] 6= O. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå E èìå-
åò âèä F1(x, y)z2 + F2(x, y)z + F3(x, y) = 0, ãäå Fi � îäíîðîäíûå ñòåïåíè i. Ïóñòü C �
êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì s2 = F2(1, t)2− 4F1(1, t)F3(1, t). Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
(s, t) 7→ (2F3(1, y/x)x+F2(1, y/x), y/x) èç k[s, t] â k[x, y][x−1] ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîðôèçìà
E è C, ïåðåâîäÿùåãî O â òî÷êó ïåðåãèáà [0, 1, 0].

Çàäà÷à 12 (ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëåì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè).
Ïóñòü êðèâàÿ E çàäàíà óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x

2 + a4x + a6.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

b2 = a2
1 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3, b6 = a2

3 + 4a6,

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4;

c4 = b2
2 − 24b4, c6 = −b3

2 + 36b2b4 − 216b6;

∆ = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6, j =

c3
4

∆
.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 6= 2 óðàâíå-
íèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó y2 = 4x3 + b2x

2 + 2b4x + b6, à íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, 3 ê
âèäó y2 = x3 − 27c4x− 54c6.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êðèâîé âèäà y2 = x3 + ax + b ôîðìóëû äëÿ ∆ è j óïðîùàþòñÿ è
ïðèíèìàþò âèä: ∆ = −16 · (4a3 + 27b2), j = −1728 · (4a)3/∆.

c)Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ E ãëàäêàÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ∆ 6= 0.

d)Åñëè ∆ = 0, òî êðèâàÿ èìååò óçåë (�node�, îñîáàÿ òî÷êà ñ ðàçëè÷íûìè êàñàòåëüíûìè)
ïðè c4 6= 0 è òî÷êó âîçâðàòà (�ñusp�, îñîáàÿ òî÷êà ñ ñîâïàäàþùèìè êàñàòåëüíûìè) èíà÷å.
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e)Óáåäèòåñü, ÷òî åäèíñòâåííûå çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïåðåâîäÿùèå â óðàâíåíèå Âåéåð-
øòðàññà (ãëàäêîé) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â óðàâíåíèå Âåéåðøòðàñà, èìåþò ñëåäóþùèé
âèä: x = u2x′ + r, y = u3y′ + u2sx′ + t.

f) Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

ua′1 = a1 + 2s, u2a′2 = a2 − sa1 + 3r − s2,

u3a′3 = a3 + ra1 + 2t, u4a′4 = a4 − sa3 + 2ra2 − (t+ rs)a1 + 3r2 − 2st,

u6a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1;

u2b′2 = b2 + 12r, u4b′4 = b4 + rb2 + 6r2,

u6b′6 = b6 + 2rb4 + r2b2 + 4r3, u8b′8 = b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4;

u4c′4 = c4, u6c′6 = c6, u12∆′ = ∆, j′ = j.

g)Ïîêàæèòå, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå E è E ′ èçîìîðôíû íàä k̄ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà j(E) = j(E ′).

h)Óáåäèòåñü, ÷òî äëÿ j0 6= 0, 1728 êðèâàÿ y2+xy = x3− 36
j0−1728

x− 1
j0−1728

èìååò j-èíâàðèàíò,

ðàâíûé j0. Êàêèå j-èíâàðèàíòû èìåþò êðèâûå y2 + y = x3 è y2 = x3 + x?

i)Ïóñòü Pi = (xi, yi), P3 = P1 + P2. Âûâåäèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ñëîæåíèÿ òî÷åê íà
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé:

−P0 = (x0,−y0 − a1x0 − a3),

λ =
y2 − y1

x2 − x1

, ν =
y1x2 − y2x1

x2 − x1

ïðè x1 6= x2,

λ =
3x2

1 + 2a2x1 + a4 − a1y1

2y1 + a1x1 + a3

, ν =
−x3

1 + a4x1 + 2a6 − a3y1

2y1 + a1x1 + a3

ïðè x1 = x2,

x3 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2, y3 = −(λ+ a1)x3 − ν − a3.

Çàäà÷à 13◦. Âû÷èñëèòå äèñêðèìèíàíòû è j-èíâàðèàíòû ñëåäóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ. Ïðèâåäèòå èõ ê âèäó y2 = x2 + ax+ b íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, 3.

a) y2 + y = x3 − x2; b) y2 + y = x3 + x2; c) y2 + y = x3 − x; d) y2 + y = x3 + x;

e) y2 − yx+ y = x3; f) y2 − y = x3 − 7; g) y2 = x3 + x2 − x; h) y2 = x3 + x2 + x;

i) y2 = x3 − 2x2 − x; j) y2 = x3 − x2 − 15x.

Çàäà÷à 14 (îñîáûå êóáèêè). Ïóñòü E/k � îñîáàÿ êóáèêà â ôîðìå Âåéåðøòðàññà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ens ìíîæåñòâî íåîñîáûõ òî÷åê E.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî Ens ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðè ñòàíäàðòíîì îïðåäåëåíèè îïåðàöèè ñ ïîìî-
ùüþ êàñàòåëüíûõ è ñåêóùèõ.

b)Ïóñòü E èìååò îñîáóþ òî÷êó òèïà node è êàñàòåëüíûå y = αix + βi â íåé. Óáåäèòåñü,
÷òî, åñëè α1 ∈ k, òî α2 ∈ k è Ens(k) ∼= k×.

c)Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äîïóñòèì, ÷òî α1 6∈ k. Óáåäèòåñü, ÷òî L =
k(α1, α2) � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå k, Ens(L) ∼= L× è Ens(k) ∼= {t ∈ L× | NL/k(t) = 1}.
d)Ïóñòü E èìååò îñîáóþ òî÷êó òèïà cusp. Ïîêàæèòå, ÷òî Ens(k) ∼= k+ (ïîëå k êàê ãðóïïà
ïî ñëîæåíèþ).
Ïîäñêàçêà: â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îòîáðàæåíèÿìè

(x, y) 7→ y−α1x−β1
y−α2x−β2 äëÿ node'à è (x, y) 7→ x−x0

y−αx−β äëÿ cusp'à (x0 � ýòî x-êîîðäèíàòà îñîáîé òî÷êè,

à y = αx+β � êàñàòåëüíàÿ â íåé). Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé îñîáóþ òî÷êó ìîæíî ïåðåíåñòè

â (0, 0).

Çàäà÷à 15. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ +: E × E → E, (P1, P2) 7→ P1 + P2 è − : E → E,
P 7→ −P ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ìîðôèçìàìè ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé.
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Ïîäñêàçêà: �+�, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì âíå òî÷åê âèäà (P, P ), (P,−P ), (P,O), (O,P ).

Òàêèå òî÷êè ìîæíî �íåìíîãî ïîäâèíóòü�, à ìîæíî ïîðàáîòàòü ðóêàìè ñ ôîðìóëàìè.

Çàäà÷à 16 (ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ). Ïóñòü E/k � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, à Aut(E) =
Autk̄(E) � ãðóïïà å¼ k̄-àâòîìîðôèçìîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî

a)Åñëè j(E) 6= 0, 1728, òî Aut(E) ∼= Z/2Z.
b)Ïóñòü char k 6= 2, 3. Òîãäà Aut(E) ∼= Z/4Z, åñëè j(E) = 1728, è Aut(E) ∼= Z/6Z, åñëè
j(E) = 0.

c)Ïóñòü char k = 3, à j(E) = 0 = 1728. Òîãäà Aut(E) ∼= Z/3Z i Z/4Z (ïîëóïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå, â êîòîðîì îáðàçóþùàÿ Z/4Z äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî íà íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó
Z/3Z, ïåðåâîäÿ êàæäûé ýëåìåíò â îáðàòíûé åìó).

d)Ïóñòü char k = 2, à j(E) = 0 = 1728. Òîãäà Aut(E) ∼= SL2(F3).

Çàäà÷à 17 (ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä êîíå÷íûì ïîëåì).

a)Îïèøèòå âñå íåèçîìîðôíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëåì F2.Êàêèå ó íèõ j-èíâàðèàíòû?
Ïîäñêàçêà: ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî êðèâûå íå èçîìîðôíû, ìîæíî ïîñìîòðåòü íà êîëè÷åñòâî

òî÷åê íà íèõ.

b)Êàêèå èç ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå êðèâûõ ñòàíîâÿòñÿ èçîìîðôíûìè íàä F4?
Íàä F16? À íàä F256?

c)Ïîñ÷èòàéòå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâûõ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íàä ïîëÿìè F2k ,
k ∈ N.
d)Îïèøèòå âñå ðàçëè÷íûå (ò. å. íåèçîìîðôíûå) êðèâûå íàä F4. Êàêèå ó íèõ j-èíâàðèàíòû?
Êàêèå èç íèõ ñòàíîâÿòñÿ èçîìîðôíûìè íàä F16?

e)Àíàëîãè÷íûõ âîïðîñ ïðî êðèâûå íàä F3 è F5. Îïèøèòå ãðóïïû òî÷åê ïîëó÷èâøèõñÿ
êðèâûõ.

Çàäà÷à 18◦. Ïóñòü char k 6= 3, a ∈ k×. Ðàññìîòðèì êðèâóþ x3 + y3 = az3.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé è å¼ j-èíâàðèàíò ðàâåí 0.

b)Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ñóììû òî÷åê íà ýòîé êðèâîé.

Çàäà÷à 19 (òî÷êè ïîðÿäêà 3). a◦)Íàéäèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî,
÷òîáû ïðÿìàÿ L : y = cx+d áûëà êàñàòåëüíîé â òî÷êå ïåðåãèáà ê êðèâîé E : y2 = x3+ax+b
(ò. å. I(P,E ∩ L) = 3 â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ L ñ E).

b◦)Ïîëó÷èòå îïèñàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â ôîðìà Âåéåðøòðàññà, èìåþùèõ ðàöèî-
íàëüíóþ òî÷êó ïîðÿäêà 3.

c)Ïîêàæèòå, ÷òî íàä k̄, char k 6= 2, 3 ìíîæåñòâî òî÷åê ïîðÿäêà 3 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
ñîñòîèò èç 9 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Èç ñêîëüêèõ òî÷åê ñîñòîèò ìíîæåñòâî òî÷åê ïîðÿäêà 2?

Çàäà÷à 20 (óìíîæåíèå íà m). Ïóñòü char k 6= 2, 3, E/k � êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
y2 = x3+ax+b. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ ψm ∈ Z[a, b, x, y] ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

ψ1 = 1, ψ2 = 2y, , ψ3 = 3x4 + 6ax2 + 12bx− a2,

ψ4 = 4y(x6 + 5ax4 + 20bx3 − 5a2x2 − 4abx− 8b2 − a3),

ψ2m+1 = ψm+2ψ
3
m − ψm−1ψ

3
m+1 (m ≥ 2),

2yψ2m = ψm(ψm+2ψ
2
m−1 − ψm−2ψ

2
m+1) (m ≥ 3).

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì φm = xψ2
m − ψm+1ψm−1 è 4yωm = ψm+2ψ

2
m−1 − ψm−2ψ

2
m+1.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ψm, φm, y
−1ωm (m � íå÷¼òíî) è (2y)−1ψm, φm, ωm (m � ÷¼òíî) ÿâëÿþòñÿ

ìíîãî÷ëåíàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z[a, b, x, y2]. Òàêèì îáðàçîì, çàìåíèâ y2 íà x3 +ax+b,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ìíîãî÷ëåíàìè èç Z[a, b, x].

b)Ïîêàæèòå, ÷òî, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ìíîãî÷ëåíû îò x, φm è ψm èìåþò ðàçëîæåíèÿ
φm(x) = xm

2
+ ÷ëåíû ìåíüøåãî ïîðÿäêà, ψm(x) = m2xm

2−1 + ÷ëåíû ìåíüøåãî ïîðÿäêà.
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c) Åñëè E íåîñîáà, òî φm(x) è ψm(x)2 âçàèìíî ïðîñòû êàê ìíîãî÷ëåíû èç k[x].

d)Åñëè E íåîñîáà è P = (x0, y0) ∈ E, òî [m]P =
(
φm(P )
ψm(P )2

, ωm(P )
ψm(P )3

)
(çäåñü [m] îáîçíà÷àåò

óìíîæåíèå íà m íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé: P + P + · · ·+ P � m ðàç).

e)Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ [m] : E → E èìååò ñòåïåíü m2.

Çàäà÷à 21◦ (óðàâíåíèå êðèâîé â ôîðìå Ëåæàíäðà). Ïóñòü char k 6= 2.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E/k èçîìîðôíà íàä k̄ ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé â ôîðìå Ëåæàíäðà Eλ : y2 = x(x− 1)(x− λ), λ ∈ k̄, λ 6= 0, 1.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî j(Eλ) = 28 · (λ2−λ+1)3

λ2(λ−1)2
.

c)Óáåäèòåñü, ÷òî îòîáðàæåíèå k̄ \{0, 1} → k̄, λ 7→ j(Eλ) èìååò 6 ïðîáðàçîâ âî âñåõ òî÷êàõ,
êðîìå j = 0 è j = 1728. Ñêîëüêî ïðîîáðàçîâ îíî èìååò â èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷êàõ?

Çàäà÷à 22◦ (óðàâíåíèå êðèâîé â ôîðìå Äîéðèíãà).

a)Ïóñòü E/k � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è, ëèáî char k 6= 3, ëèáî j(E) 6= 0. Ïîêàæèòå, ÷òî
íàä k̄ êðèâàÿ E èìååò óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà âèäà y2 + αxy + y = x3, α ∈ k̄.
b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êðèâîé E, çàäàííîé óðàâíåíèåì èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà [3](0, 0) = O
(ò. å. (0, 0) � òî÷êà ïîðÿäêà 3).

c)Ïðè êàêèõ α êðèâàÿ íåîñîáàÿ? Ïîêàæèòå, ÷òî j(E) = α3(α3−24)3

α3−27
.

Çàäà÷à 23◦. Ïóñòü a, b, c, d � öåëûå ÷èñëà, ñâîáîäíûå îò êâàäðàòîâ, a > b > c > 0.
Ðàññìîòðèì êðèâóþ â P2, çàäàííóþ óðàâíåíèåì C : ax3 + by3 + cz3 + dxyz = 0.

a)Ïóñòü P = [x, y, z] ∈ C, L � êàñàòåëüíàÿ ê C â P. Ïîêàæèòå, ÷òî C ∩ L = {P, P ′}.
Âû÷èñëèòå P ′ = [x′, y′, z′] ÷åðåç a, b, c, d, x, y, z.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî, åñëè P ∈ C(Q), òî P ′ ∈ C(Q).

c)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x, y, z, x′, y′, z′ ∈ Z è gcd(x, y, z) = gcd(x′, y′, z′) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî
|x′y′z′| > |xyz|.
d)Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ÷òî, ëèáî C(Q) = ∅, ëèáî C(Q) � áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî.

Çàäà÷à 24 (êðèâûå ðîäà 1). Ïóñòü C/k̄ � êðèâàÿ ðîäà 1, char k 6= 2. Êàæäîé òî÷êå
O ∈ C ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ (C,O) è å¼ j-èíâàðèàíò j(C,O). Íàøà
öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî j(C,O) íå çàâèñèò îò âûáîðà O, à çíà÷èò j-èíâàðèàíò îïðåäåëåí äëÿ
ëþáîé êðèâîé ðîäà 1.

a)Âûáåðåì óðàâíåíèå Ëåæàíäðà y2 = x(x − 1)(x − λ) äëÿ êðèâîé (C,O). Ïîêàæèòå, ÷òî
îòîáðàæåíèå x : C → P1 èìååò ñòåïåíü 2, ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò 0, 1, λ, ∞,
÷èñëî ïðîîáðàçîâ ðàâíî äâóì.

b)Ïóñòü O′ ∈ C � äðóãàÿ òî÷êà, à w2 = z(z−1)(z−µ) � óðàâíåíèå Ëåæàíäðà äëÿ (C,O′).
Ïóñòü τ : C → C ïåðåíîñ íà O′ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (C,O) (ò. å. τ(P ) = P + O′).
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå a ∈ k̄, b ∈ k̄×, ÷òî τ ∗(z) = a+ bx (êàê ôóíêöèè íà C).
Ïîäñêàçêà: Ïîñìîòðèòå íà äèâèçîð τ∗(z).

c)Ïóñòü f : P1 → P1, f(t) = a + bt. Ïîêàæèòå, ÷òî f � áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî
{0, 1, λ} íà {0, 1, µ}.
d)Ïîêàæèòå, ÷òî µ ∈ {λ, 1/λ, 1− λ, 1/(1− λ), λ/(1− λ), (λ− 1)/λ}.
e)Óáåäèòåñü, ÷òî j(C,O) = j(C,O′).

f)Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà 1, îïðåäåë¼ííàÿ íàä k. Ïîêàæèòå, ÷òî j(C) ∈ k.
g)Äîêàæèòå, ÷òî C/k èçîìîðôíà íàä k̄ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, îïðåäåë¼ííîé íàä k.

h∗)Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 2.

Çàäà÷à 25 (ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå). Ïóñòü E/k � ýëëèïòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà.
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a)Ïîêàæèòå, ÷òî φ : E → P3, φ = [1, x, y, x2] èçîìîðôíî îòîáðàæàåò E íà ïåðåñå÷åíèå
êâàäðàòè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â P3.

b)Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî, åñëè H ⊂ P3 � ïëîñêîñòü, òî H ∩ φ(E) ñîñòîèò èç 4 òî÷åê
(ñ÷èòàÿ êðàòíîñòè). Óáåäèòåñü, ÷òî φ(O) = [0, 0, 0, 1] è ïëîñêîñòü T0 = 0 ïåðåñåêàåò φ(E)
â åäèíñòâåííîé òî÷êå φ(O) ñ êðàòíîñòüþ 4.

c)Ïóñòü P,Q,R ∈ E. Äîêàæèòå, ÷òî P + Q + R = O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(P ),
φ(Q), φ(R), φ(O) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

d)Ïóñòü P ∈ E. Ïîêàæèòå, ÷òî [4]P = O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïëîñêîñòü H ⊂ P3, ÷òî H ∩ φ(E) = P.

e)Ïîêàæèòå, ÷òî, åñëè char k 6= 2, òî èìååòñÿ ðîâíî 16 òàêèõ òî÷åê, ÷òî [4]P = O.

f)Ïóñòü char k 6= 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ íàä k̄, ïðè-
âîäÿùàÿ óðàâíåíèÿ E â P3 ê âèäó T 2

0 + T 2
2 = T0T3, T

2
1 + αT 2

2 = T2T3. Äëÿ êàêèõ α äàííàÿ
êðèâàÿ íåîñîáàÿ?

g)Èñïîëüçóÿ ìîäåëü èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, âûâåäèòå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ −P, P1 + P2

è [2]P (â êîîðäèíàòàõ â P3).

h∗)Îáîáùèòå çàäà÷ó íà ñëó÷àé âëîæåíèÿ E â Pm, îïðåäåë¼ííîãî ôóíêöèÿìè f1, . . . , fm,
îáðàçóþùèìè áàçèc â L(m[O]).
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